
Une formulation mixte de poutre en exion sousl'hypoth�ese d'Euler-BernouilliO. WilkService d'�etudes m�ecaniques et calcul scienti�queInstitut A�eroTechnique / C.N.A.M.15, rue Marat - 78210 St Cyr L'EcolePh. Destuynder, M. Sala�unLaboratoire de calcul scienti�queInstitut A�eroTechnique / C.N.A.M.15, rue Marat - 78210 St Cyr L'Ecole1. Le probl�eme continuNous partons du mod�ele de poutre de type Euler-Bernouilli en limitantl'�etude au mouvement de exion. Nous d�esirons obtenir une formulationprenant en compte l'e�et li�e �a l'e�ort tranchant sans utiliser la loi de com-portement de Timoshenko. Nous utilisons pour cela la technique du mul-tiplicateur de Lagrange associ�e �a la d�eformation de cisaillement transverse.Nos inconnues sont donc la �eche w, la rotation � (de la normale) et l'e�orttranchant T (le mutiplicateur de Lagrange). Cette formulation s'ecrit :X = (w; �) � V1 ; T � V28Y � V1 a(X;Y ) + b(T; Y ) = F (Y ) ; 8� � V2 b(�; Y ) = 0o�u V1 est un sous ensemble de H1(0; L) incluant les conditions aux limitesimpos�ees �a la structure et V2 = L2(0; L)avec a(X;Y ) = Z0LEI@�@x @�@xdx ; b(�;X) = Z0L �(� + @w@x )dxet F (Y ) = Z0L(F! +M�)dx(Y = (!; �)On d�emontre que la forme bilin�eaire a est continue, et coercive sur lenoyau de la contrainte b et que b est continue et v�eri�e la condition inf-sup.2. Le probl�eme discretNous prenons des fonctions de forme polynômiale de degr�e 2 continuespour la �eche et la rotation, de degr�e 1 discontinues pour l'e�ort tranchant.Nous pouvons ainsi v�eri�er que la condition inf-sup discr�ete est satisfaite et



que le probl�eme discret admet une solution unique. Nous obtenons une esti-mation de l'erreur en O(h2) sur la �eche, la rotation, l'e�ort tranchant (ainsique pour le moment de exion).Remarque : Une approximation P1 continue en rotation aurait pu su�re.Mais dans ce cas, l'erreur ne serait plus qu'en O(h) sur la solution globale.3. La r�esolutionLe syst�eme mixte obtenu peut être r�esolu de nombreuses mani�eres (pe-nalisation de la contrainte, p�enalisation-dualit�e sur le syst�eme complet (cf.[2]), ...). L'utilisation de champs discontinus sur l'e�ort tranchant permetde r�esoudre le probl�eme en projetant les d�eplacements sur le noyau de lacontrainte, ce qui se traduit par une �elimination locale des degr�es de libert�einternes en w et �. Nous passons ainsi de 6 �a 4 variables cin�ematiques surchaque �el�ement, ce qui diminue de facon importante la taille du syst�emelin�eaire �a r�esoudre. L'e�ort tranchant (aussi �elimin�e du syst�eme par la pro-jection) peut être ensuite �evalu�e.Bibliographie[1] J.L Batoz et G. Dhatt - Mod�elisation des structures par �el�ements �nis(volume 2) - Herm�es, Paris, 1990.[2] Ph. Destuynder et M. Sala�un - A mixed �nite element for shell model withfree edge boundary conditions - Part 1. The mixed variational formulation - Part2. The numerical scheme - Part 3. Numerical aspects (A parâ�tre) - Computermethods in applied mechanics and engineering, vol. 120 p.p. 195-242.[3] P. H�emon et O. Wilk - Mod�elisation des poutres droites d'Euler par �el�ements�nis - rapport IAT 2305/A, 1995.
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