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RésuméWe present a method whi
h allows to use experimental data in order to identify a part ofthe geometry of pro�l wake �ows. This data assimilation problem use very few experimentaldata linked to a numeri
al simple �uid model.Notations' potentiel �1 bord à l'in�ni �!V1 vitesse à l'in�ni'D potentiel donné �I bord à identi�er �!VD vitesse observée� �ux donné �D bord d'observation �!� ve
teur de déformation
 domaine de 
al
ul �!n normale de bord géométrique�!� tangente de bord � 
ourbure1 Introdu
tionL'analyse de l'é
oulement de l'air est parfois 
omplexe. L'outil expérimental permet de réaliserréellement 
et é
oulement mais l'a

ès à l'information peut être di�
ile. C'est un peu l'opposépour l'outil numérique, il permet d'a

éder aisément à l'information par 
ontre la réalité del'é
oulement numérique est parfois dis
utable. Nous dé
idons don
 d'utiliser 
es deux outils en-semble pour parfaire 
ette analyse. Ce travail s'inspire de [1℄, [5℄, [6℄ et [7℄.Notre obje
tif est d'aider l'ingénieur en 
harge d'étudier l'é
oulement de l'air autour de l'objetpar un traitement numérique, rapide en temps, 
on
iliant les données expérimentales au modèlenumérique �uide. Nous 
hoisissons le �uide irrotationnel et in
ompressible permettant une ré-solution simple. De par 
e 
hoix, nous nous intéressons à l'identi�
ation de domaine �uide oùrot�!V = 0. Le domaine se dé�nissant par son bord, nous le re
her
hons.2 ProblèmeNous 
onsidérons que nous 
onnaissons une partie de 
e bord sur lequel le �uide est irrota-tionnel et in
ompressible. Sur le bord que nous 
her
hons à identi�er, nous imposons le �ux àzéro. Nous re
her
hons don
 une ligne de 
ourant.�Chaire de 
al
ul S
ienti�que / Cnam - Paris, Fran
eyInstitut AéroTe
hnique / Cnam - Saint-Cyr L'E
ole, Fran
e - wilk�iat.
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Destuynder, Hadj-Amar et WilkSuivant le type d'é
oulement, nous avons deux manières de poser le problème pour déterminerle potentiel �uide 'D (�!r' = �!V ) :8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:
��' = 0 dans 
�'�n j�1 = �!V1:�!n�'�n j�I = 0Z�
 'ds = 0 Q
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Figure 1 : �I = �I1 [ �I2 (1)
8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:
��' = 0 dans 
�'�n j�1 = �!V1:�!n�'�n j�D = �!VD:�!n�'�n j�I = 0Z�
 'ds = 0 Figure 2 : �I = �I1 [ �I2;�D = �D1 [ �D2 (2)

(1) est utile dans le 
adre d'é
oulement ave
 sillage 
on�né. La �gure 1 montre symboli-quement un sillage (rouge) où le rotationnel de la vitesse est non négligeable derrière un pro�l(noir). (2) sert pour des é
oulements ave
 sillage non 
on�né. La �gure 2 montre une solutionNavier-Stokes stationnaire autour d'une forme re
tangulaire. On remarque qu'il est di�
ile detrouver deux lignes pro
hes (telles que la 
ondition limite de Neumann sur �D soit négligeable),passant de part et d'autre de l'objet re
tangulaire sans que 
elles-
i soient dans la zone où lerotationnel de la vitesse est important.Pour pouvoir identi�er �I , nous 
hoisissons une fon
tionnelle JD 
ontenant une information
omplémentaire 'D(s) = R s0 �!VD:�!� ds. Nous minimisons :JD(�I) = 12 Z�D('(�I)� 'D)2 d� (3)en fon
tion de �I soumis à la 
ontrainte (1) ou (2).2



Identi�
ation de formes �uides par assimilation de données3 Identi�abilité et stabilitéNous utilisons les résultats présentés dans [2℄ sur le problème suivant :8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:
��' = 0 dans 
�I�'�n = � sur �
�n�I�'�n = 0 sur �IZ
� 'ds = 0

P

Q
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ΩΓMFigure 3 : S
h�ema g�en�erique du probl�eme (4)
qui nous donne :TH 1 (théorème d'identi�abilité) Soient �1 et �2 deux frontières possibles àidenti�er, �1 et �2 ayant les mêmes extrémités et étant de régularité C1;1. On désignepar 'i la solution de (4) pour � = �i; i = 1; 2. Si '1jM = '2jM alors �1 = �2.Plus loin, nous modi�ons nos problèmes (1) et (2) pour qu'ils 
orrespondent à 
elui présentéen �gure 3.La stabilité est assurée pour 
haque dire
tion de des
ente.4 GradientPour déterminer notre gradient nous exploitons les outils résultants des travaux de [3℄ bienrepris dans [4℄. Ainsi pour notre problème, nous avons le gradient suivant :(�JD��I ;�!� ) = Z�I �'�s �P�s (�!� ;�!n )d� (5)P est l'état adjoint asso
ié à ' et à JD. Il véri�e le problème suivant :8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:

��P = 0 dans 
�P�n j�D = �('� 'D)�P�n j�
 n �D = 0Z�
 Pds = 0 (6)
3



Destuynder, Hadj-Amar et Wilk5 AméliorationsPour gagner en e�
a
ité, nous pouvons modi�er le problème (2) en deux problèmes du typesuivant :8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:
��' = 0 dans 
�'�n j�D = �!VD:�!n�'�n j�I = 0Z�
 'ds = 0 ���������
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 = 
I1;�I = �I1;�D = �D1 (7)

La �gure 4 illustre le fait que l'on peut dé
omposer le problème (2) en un problème asso
iéà la ligne de 
ourant supérieure et un se
ond asso
ié la ligne de 
ourant inférieure. Il est don
possible de paralléliser !Nous remarquons que nous pouvons poursuivre la parallélisation par une augmentation faibledes observations (par rapport au nombre N d'observations existantes) pour séparer en deux leproblème (7). De plus, la fa
torisation LDLT utilisée pour résoudre 
e problème 
oûte de l'ordrede N3 opérations. Ce qui fait que la somme des opérations des deux sous problèmes est à peinesupérieure à un quart des opérations du problème entier.Pour déterminer ' et P , nous utilisons une méthode d'équations intégrales (
f. [4℄). Nousn'avons don
 pas de maillage de surfa
e. Ainsi, l'évolution du maillage au 
ours des itérationss'en trouve fa
ilité. Dans le 
as des problèmes (1) et (2), nous travaillons ave
 le domaine exté-rieur (où l'é
oulement est irrotationnel). Pour le problème (7), nous utilisons le domaine intérieur(où l'é
oulement est irrotationnel).Pour éviter d'avoir un bord �I de régularité insu�sante, nous re
her
hons �I dans l'espa
edes B-splines C2 
ubiques uniformes. La jon
tion ave
 �
 n�I est C0, C1. La dimension de l'es-pa
e des B-splines peut varier au 
ours du pro
essus itératif. Cela permet de réduire le nombred'in
onnues à déterminer.Bien que l'utilisation des B-splines réduit le sou
is de 
roisement de bord lorsque 
elles-
i sontpeu nombreuses, 
ela n'est pas su�sant. L'utilisation d'un 
ritère supplémentaire JC 
ontr�lantla 
ourbure est utile.JC(�I) = 12 Z�I �2 d� (8)Notre 
ritère devient (" : 
oe�
ient positif) :J = JD + " � JC (9)Remarque : L'utilisation des B-splines permet de 
al
uler aisément le gradient de 
ourbure.Le 
hoix des points P1 et Q1 s'e�e
tue ave
 la 
ondition d'existen
e du problème (7). Celui-
isemble parfois sensible. 4



Identi�
ation de formes �uides par assimilation de données6 Appli
ations numériquesNous véri�ons le fon
tionnement de la méthode proposée à l'aide de la solution analytiquede l'é
oulement potentiel dans le 
as du 
er
le (de rayon 5 
entré à l'origine, �!V1 = (1; 0)).
forme initiale forme finale
forme solution (reference)
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Figure 5 : forme initiale + forme �nale + forme solutionNous remarquons que la forme �nale est pro
he de la ligne de 
ourant. Nous notons aussi queJD est à la �n du 
al
ul petit (5: 10�5). De plus le rapport entre JD �nale sur JD initiale est del'ordre de 10�7 !Plus 
on
rètement, nous poursuivons les 
al
uls en utilisant des données �!VD obtenues à l'aidedu 
al
ul Navier-Stokes présenté en �gure 6.
Figure 6 : Lignes de 
ourant d'une solution Navier-Stokesprès d'un plan
her sur lequel est pla
é un obsta
le triangulaire
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600�gure 7 : Log10(JD) en fon
tion du temps en se
onde (sur HPUX700) (Le saut de J (vers 1000s 
orrespond à l'augmentation du nombre de données).5
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Figure 8 : forme initiale + forme �nale + forme solutionNous remarquons que nous retrouvons ave
 une très bonne pré
ision la ligne de 
ourantre
her
hée en un temps inférieur à 30 mn sur HPUX700. C'est plut�t rapide. Nous notons aussique JD est à la �n du 
al
ul très petit (exa
tement 1:158 10�8). De plus le rapport entre JD�nale sur JD initiale est inférieur à 10�7 ! Ave
 des données bruitées jusqu'à 1% de la norme inf ,les résultats restent d'une qualité équivalente.7 Con
lusionsAve
 des données en nombre raisonnable (autour de la 
entaine), les solutions obtenues sontd'une très bonne pré
ision pour un temps de 
al
ul rapide. Mais il nous reste (entre autres) à
omprendre l'e�et d'une erreur sur la 
ondition d'existen
e vis à vis des points d'atta
he de �I :Référen
es[1℄ F. X. Le Dimet et O. Talagrand - Variational algorithms for analysis and assimilation ofmeteorologi
al observations : theoreti
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ois Murat et Ja
ques Simon - Sur le 
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torat d'état, Laboratoire d'Analyse Numérique de Paris VI, L.A. 189 1976.[4℄ Flore Molenda - Constru
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