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Résune :

L’ étude propose concerne les ondes acoustique stationnaires dans umtbrau. Le moéle de structure utilis est
celui d’'une membraneé®rogene. La partie @ la vitesse d’onde est la plus faible, agit comme u¥gpipour [Energie
vibratoire. En utilisant le concept de taux de restitutiopndmique il est possible de calculer ceétrergie pegee a
I'aide de grandeurs localisesa l'interface entre les deux m@ataux. Puis en utilisant une &hode de conéile optimal
dans laquelle le ct du contble estevanescent, on construit un asservissement qui supprrauteontraintes qui se
déeveloppent linterface entre les deux milieux et qui sd@ttoitement keesa I'énergie localige dans la partie souple
de la structure. Ceci a pour coéguence de diminuer la vitesse d’endommagement de lacerMais c’est aussi une
strategie de éduction des vibration dans les structures.

Abstract :

This study concerns acoustic waves in an heterogeneousimedie of two different materials. The structural model is
a membrane. The part in which the wave velocity is the smalles as a trap for the vibrating energy. Making use of a
dynamic energy release rate, it is possible to compute thesgg, only with local informations in a close neighbourboo
of the interface between the two media. From an optimal cbstrategy, in which the cost of the control tends to zero,
a control method is suggested in order to reduce the ovessitrg at the interface which is at the origin of a damage
mechanism. But this analysis also suggests a new strategipfation reduction in structures.
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1 Introduction

Cette étude concerne les ondes acoustiques d’'une strucimstituée de deux matériaux (voir figure 1). Celle-
ci occupe un domain@. Elle est encastrée sur sa frontiere extdind_e domain&? est constitué de, ou la
vitesse d’onde est, et def2_ ou la vitesse d’'onde est. ainsi que d’une interfacE;. Le probleme consiste

a:
trouvery(z,t) ol (z,t) € Q x 0,77,

829 .9 1
2 div(c*Vy) = 0 dansQ2 x [0, T, 1)
y(t) = 0surly x [0,T] ety(z,0) = yo(x), @(33,0) = y1(x) dansQ.

ot

FIG. 1 — Les differents domainds, etQ)_, le bordl'y et l'interfacel’;

Les modes propref§wy, \x ),k = 1,00} associés a I'opérateur stationnaire de I'équationatekes (1) sont



solution de :
trouver(wg, \x), wr € HA[Q) et € RT,

—div(*Vwy,) = Apwy, danst, (2)
w(t) = 0surly et/ lwg|> =
Q

De fagon classique on peut écrire la solution de (1) soferitae suivante :

t) = ap(t)wy(z)
k=1
avecoy(t) = [/ Yo W dQ] cos(v/ Ap t) + / Y1 Wk dQ] L\/\ﬁ\_i_kt)

En fait, il existe deux sous-familles de vecteurs propréées{w{’, k = 1,00} et{wf, k = 1,00} correspon-
dant respectivement aux modes globaux et locaux. Il est da'mn:el d'écrire :

t) = Z of (g () + Z ag (g (). (4)
k=1 k=1

Les modes locaux étant responsables des surcontraintessinage dé’;, il est interessant de pouvoir évaluer
leur énergie sans &étre obligé pour autant de calculemoekes propres, ce qui d'ailleurs, est numériquement
trés difficile. Pour cette raison nous proposons une nufthi@sée sur un taux de restitution dynamique qui
étend au cas dynamique une méthode utilisée en méaadéyla rupture statique [1].

®3)

La méthode de calcul de I'énergie proposée est capablallier separemment les énergies localisée dans la
partie la plus souple et celle qui est globale. En fait, efiéara intervenir que des grandeurs (déplacements et
contraintes) sury (énergie des modes globaux)igt(énergie des modes locaux).

2 Calcul desénergies locales et globales

Commengons par mettre en évidence la présence des auadéss sur un exemple simple mais générique. En
utilisant un invariant énergétique de I'equation dedes) on met en évidence une nouvelle forme quadratique
qui découple les deux énergies locale et globale tout gpeemettant un calcul numérique fiable a moindre
colt.

2.1 Un exemple simple gnérique

Soit une membrane occupant 'ouvert= Q. U Q_ constituée de deux matériaux de vitesse d’onddans
Q_ etcy dansQy (c— < cy) (voir figure 2). Les vecteurs propres, solutions de (2) sont cherchés sous la
forme suivante :

. NTX
w1, 72) = g (1) sin(—5). ®)
Xo H
-l 0 L X

FIG. 2 — Géométrie du probleme simple générique
En utilisant (5), le probleme (2) se réduit a trouygtelle que :

ckm

2
2070 =0pour — I <z <L (avecky :)\2 _(?)2)’

Out
k(L) =

Ky qr + 2
6)
Oqx Oqx (

ar(=1) = 0etgy(0-) = qr(04),c 2’8 (0-) = 38 (04).
Ainsi en fonction du signe d&, nous avons trois cas possibles. S’il est positif, les gmistsont de formes
sinusoidales réelles. S'il est négatif aveégale ac, et positif avecc égale ac_, les solutions sont des
exponentielles décroissanteserdans), et sinusoidales das_ (voir figure 3). S'il est négatif, les solutions
sont toujours nulles (voir [2] et [3]).



FiG. 3 — Allures des solutions pouf;, négatif

2.2 Calcul desenergies

Nous recherchons une caractérisation de I'eénergie talveaen utilisant le taux de restitution dynamique [3].
Pour cela introduisons la quantité :

oy ST +00) = S(T)

o / (7)

1 T
avec S(I') = QT/ (Ee(t) — Ep(t))dtetl’ =Ty UT,

Le champ de vecteutsreprésente un mouvement virtuel de la ligheEn prenant = = — zg (z, 2o € R?,
x( étant un point arbitraire), nous obtenons le résultatesi[2] :

lim G% = E.(Q) + E,(). (8)
T—
Il est alors possible de calculé’ de deux manieres [3] : soit & 'aide d'intégrales de doraasoit & l'aide
d’intégrales de contour. Dans ce dernier cas, qui est aganintégrations par parties, I'expression(deest
notéeA?. Un simple calcul donne :

LT /O AURES dz‘v(e)—% [ [ ewavuwn 1 | yVy.eK, ©
//| 12 0. + //C+c |81/ \ \]a.u. (10)

Il est utile de souligner qu@" et A’ sont identiques tant que I'expression exactg @st utilisée. En outre, on
constate dans I'expression dé que seules la valeur de la composante normale du veggul’; intervient.
C’est ainsi qu'il est possible d'utiliser un relevemertiignaire (mais assez régulier) e dans le domaing.
Sur le plan numérique les deux expression&8@e sont plus identiques, mais proches. Celle faisant iatery
:esf_intégzlales sun sont plus stables. Un exemple de calcul confirmant cestaéstihéoriques est reporté sur
afigure 4.
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FIG. 4 — Evolutions séparées d& pourT etT; ainsi quel'y U I'; (complet) avedc_,cy) = (1/0.05,1),
(y0,y1) = (0.1exp(—200(z3 + x3)),0), Q_ carré de cot®.4 centré dans), de cotél.2 (voir figure 1). La
courbeG? (complet) converge vers la valeur de I'énergie totale dstriacture.

3 Contrdle desenergies locale et globale

Les énergies peuvent étre calculées a partir d’inféiona au bord et a l'interface. En particulier, I'énergie
locale évaluée au voisinadg est susceptible d’endommager cette interface. Une gteatiossible est de
minimiser I'eénergie de la structure a I'aide des coresal, etw; qui seraient placés respectivement Eyiiet
T';. Pour cela, nous proposons une méthode de contrdle dptima
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3.1 Le probleme de contble

Le probleme acoustique avec contrdle s’écrit :
trouvery(z,t) ol (z,t) € Q x 0,77,
82

O—té/ — div(c*Vy) = w;dr, dansQ x [0, 77, h

y(t) = ug surly x [0,T] ety(0) = yo, ?

t(O) = y; dansq).

Nous souhaitons minimiser I'énergie de la structure r@stant finall’ tout en pondérant les contrbles par le
parametre (¢ € R**). Le modele est le suivant :

o) =3 [12@p g [ @ wume [ [l [ e @2

Le probleme adjoint, nous permettant de calculer le gradie.J. en (ug, u;), S’€crit :

trouverp(z,t) ol (z,t) € Q x [0,77,

2
% — div(c*Vp) = 0 dansQ x [0, T, (13)
p(t) = 0'surTy x [0, 7] etp(T) = %(T), %(T) — div(AVy(T)) dansq.

Nous avons ainsi comme condition d’optimalitériormale extérieure dg) :
2
uy = <9 surly etu; = —2 surT). (14)
€ Qv €
3.2 Developpement asymptotiqueé calt évanescent

En fixant le temps final” (assez grand) et en faisant tendreers0, nous construisons un développement
asymptotique formel dg, p etu de la maniere suivante :

e =104yl + ..
pf=p" +ept + .. (15)
w =ul +eut + ...

A l'ordre 0 ene, le probleme vérifie pap® associé aux conditions d’optimalité du méme ordre émérgue
p° estidentiquement nul. Il est intéressant de soulignezmmabnséquence, nous obtenons que :

(T )_Oet%it(T) =0. (16)

Alordre 1 ene, le probleme vérifié pay' peut s'écrire :

trouverp! (z,t) ol (z,t) € Q x [0, T,

2.1
%—2 — div(c*Vp') = 0 dans2 x [0, 77, (17)
1
pl(t) = 0surly x [0,7T] etp'(0) = p}, 88%(0) = pl dansq.

Les conditions initialeg} et p} sont inconnues. Elles sont déterminées dans la suitefdimeonnues} et

pi, il est possible de calculer' (¢) et donc les controles, etu;. La méthode est en fait celle proposée par
J.L. Lions et appelée méthode HUM. Mais dans le cas treiitél est possible de simplifier le calcul de I'état
adjoint comme il est proposé dans la section suivante.



3.3 Determination des conditions initiales du probeEme adjointa 'ordre 1

Pour identifier les conditions initiales de (17), nous fasmtervenir un état virtuel notgvérifiant :

2
8—(2] — div(c*Vq) = 0 dansQ x [0, T,

ot ! (18)
q(t) = 0surly x [0,7] etp' (0) = o, W(O) = q1,V(qo, 1) dans).

En écrivant la formulation variationnelle du problemeastique en,° avec comme variable virtuellget en
appliquant la formule de Stokes, nous obtenons la fornaratariationnelle suivante :

e [ = e s
— P g+ o= = = [ yv1q— | Yoqu ,Vq qo,q associés a (18)
T Jo Jr, o Jr, Ovov T Jo Q (19)

Ap(P',Q) = b(Q) P! = (p},p}) €tVQ = (qo, q1).

La forme de I'opérateur (P!, Q) rend la résolution compléte de (19) difficile & envisager moins sous
cette forme. En étudiant numériquement( P!, Q) lorsqueTl tend vers l'infini, nous constatons qde (P!, Q)
converge vers une valeur constante comme sur le cas de la figlirest aussi intéressant de souligner que le
terme associé B; est négligeable.

0.50—
0.45-
0.40+
0.35-
0.304
0.25+ -
0.204
0.15-
0.10
0.05+
0.00

5 10 15 20 25 30
—+ Complet —x Interface

FIG. 5 — Evolutions deAr (P!, Q) (Complet) en fonction d&’ et de la partie associéeld de Ar(P!, Q)
(Interface) avegc_, c;) = (v/0.05,1) et(yo,y1) du cas de la figure 4.

C’est pourquoi il est loisible de remplacer (a un coeffitiepres), le termedr (P!, Q) par E(P*, Q) lorsque
T tend vers l'infini. Ce dernier s'écrit :

E(P',Q) = /Q pla + /Q VYo, (20)

En modifiant 'opérateur, nous faisons disparaitre &grle en temps et de plus il y a éclatement du modele
(19) en deux sous-problemes tres simples permettanttéendiner les conditions initialeg, etp! a un coef-
ficient prés. Plus précisemment, on obtient :

1

9o 1y b

div(*Vph) = Zyn dans, g1 1 gane (21)
pg = 0surly, T

Le coefficient multiplicateup reliant Az(P!, Q) a E(P!, Q) dans I'approximation proposée, est déterminé

de la fagon suivante. Ayant les conditions initialgs, v;), on calcule les conditions initiale®g, pl). Les
contrdles sont obtenus en utilisant les conditions dioglité a I'ordrel enc :

28171 1
up = c* surly etu; = —p* surl;. (22)
14

Une fois les controle&uo, u;) calculés, il est possible de calculgr, .. Verifiant (11), mais ausgianscontrote
vérifiant (11) pour des contrdles nuls. Finalement, lasoh générale peut s’écrire :

Y = Ysanscontrole T P Ycontrole- (23)

Le coefficientp est estimé en minimisant I'énergie :

Jo(p) = / Py 1 /Q & |VyP. (24)
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L'équation d’Euler % = 0) donne lep optimal a utiliser :
p

aysanscontrole 8yccmtrole

ot ot +/ 62 vysanscontrole-vycontrole
Poptimal JO (0)

(25)

3.4 Exemples nuneriques

Dans les exemples proposés, seul le contrble a I'interést utilisé. La résolution de (21) est limité a untpeti
voisinage dd’; notéwr, et seule le termdy(p) portant sukor, est utilisé pour déterminer e optimal (25).
Les résultats sont présentés sur la figure 6.
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FIG. 6 — Evolutions de I'énergie totale et de la puissance ddrélenavec pour le graphe du haut_,cy) =
(1/0.05,1), celui du bagc_, c;) = (1/0.8,1). (yo, y1) correspond au cas de la figure 4.

On voit sur ces exemples (figure 6) qu'il est possible d’auaicontrdle efficace dans les deux cas extrémes ou
c_ est éloigné ou proche de . On note aussi que le contrdle ne génere pas de parastie, iEfaut souligner
gu’en multipliantc_ etc, par1000 pour nous ramener & un matériau plus réaliste, cestaéssbnt obtenus
en 1/100 de seconde a I'echelle de temps du problemerflardiion de la vitesse d’ondeétant enmn/s).

4 Conclusion

Le calcul de I'energie vibratoire par le taux de restitntiynamique (9) ou (10), permet d’obtenir un critere
de contrdle fiable pour envisager un retard de 'endommagémiune interface entre deux matériaux. Les
résultats reportés sur la figure 6 et obtenus avec unaen{2) ne prenant en compte que des mesures locales
a l'interface et au bord, illustrent ces propos.

Réféerences
[1] Destuynder Ph. et Djaoua M. . Sur une interprétationh@atatique de I'intégrale de rice en mécanique de
la rupture fragile. Math. Meth. in the Applied Scie., vol.1381.

[2] Destuynder Ph. et Wilk O. . Ondes locales dans les miliegétérogenes : Aspects numériques. Arima,
Inria, 2007.

[3] Destuynder Ph. . Vibrations des structures et des myesécouplés. Hermes science, 2007.



