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Une méthode de Simulation pour la Mixture de lois

Dans ce papier nous allons présenter une méthode de simulation pour la mixture
de lois. Cette méthode est basée sur la méthode d’inversion et est applicable dans
le cas où nous avons des lois dont les fonctions de répartition réciproques ont une
expression explicites.

SoitX une variable aléatoire dont la loi admet la densité :

f(x) =

K
∑

i=1

θi fi(x) (1)

où pouri = 1, . . . , K, , 0 < θi < 1 et θ1 + . . . + θK = 1, f1, . . . , fK sont des
densités de probabilités de fonctions de répartitionF1, . . . , FK .

NotonsF−1
1 , . . . , F−1

K les fonctions réciproques deF1, . . . , FK . Pour simulerX
on a la proposition suivante :

Proposition Soit U une variable alátoire de loi uniformeU([0, 1]). Alors, la
variable aléatoireX définie par :

X =



















































































F−1
1

(

U

θ1

)

si 0 ≤ U < θ1

F−1
2

(

U − θ1

θ2

)

si θ1 ≤ U < θ1 + θ2

...
...

F−1
i

(

U − θ1 − . . . − θi−1

θi

)

si θ1 + . . . + θi−1 ≤ U < θ1 + . . . + θi

...
...

F−1
K

(

U − θ1 − . . . − θK−1

θK

)

si θ1 + . . . + θK−1 ≤ U < 1

a pour densitéf donnée par (1).

Démonstration Pour toute fonctionh continue à support compact on a :

E[h(X)] =

K
∑

i=1

∫ θ1+...+θi

θ1+...+θi−1

h

(

F−1
i

(

u − θ1 − . . . − θi−1

θi

))

du (2)
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En effectuant le changement de variable :

x = F−1
i

(

u − θ1 − . . . − θi−1

θi

)

On obtient :
u = θ1 + . . . + θi−1 + θi Fi(x)

d’où du = θi fi(x) dx. En emportant dans (2) , on obtient :

E[h(X)] =

K
∑

i=1

∫ ∞

−∞

h (x) θi fi(x) dx

Exemple SoitX une variable aléatoire dont la loi admet la densité :

ga,λ(x) =



































x +
√

a + λ2

a
si −

√
a + λ2 ≤ x ≤ −λ

−λ +
√

a + λ2

a
si − λ ≤ x ≤ λ

√
a + λ2 − x

a
si λ ≤ x ≤

√
a + λ2

oùa > 0 etλ > 0. ga,λ peut s’écrire sous la forme :

ga,λ(x) =
(
√

a + λ2 − λ)2

2a
f1(x)+

2 λ
(√

a + λ2 − λ
)

a
f2(x)+

(
√

a + λ2 − λ)2

2a
f3(x)

avec







































f1(x) =
2(x +

√
a + λ2)

(
√

a + λ2 − λ)2
l1[−

√
a+λ2,−λ](x)

f2(x) =
1

2λ
l1[−λ,λ](x)

f3(x) =
2(
√

a + λ2 − x)

(
√

a + λ2 − λ)2
l1[λ,

√
a+λ2](x)

Les fonctions de répartition correspondantes sont donnéespar :














































F1(x) =

(

x +
√

a + λ2

√
a + λ2 − λ

)2

F2(x) =
x + λ

2λ

F3(x) = 1 −
(√

a + λ2 − x√
a + λ2 − λ

)2

2
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On en déduit :














F−1
1 (U) = −

√
a + λ2 + (

√
a + λ2 − λ)

√
U

F−1
2 (U) = λ (2U − 1)

F−1
3 (U) =

√
a + λ2 − (

√
a + λ2 − λ)

√
1 − U

On remarque quelim
λ→0+

ga,λ(x) =
1√
a

(

1 − |x|√
a

)

l1[−
√

a,
√

a](x) ce qui la densité

de la loi triangulaire sur l’intervalle[−√
a,
√

a ].
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Figure 1 – simulation poura = 16 etλ = 3
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Figure 2 – simulation poura = 9 etλ = 0.1
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