1/103

Mathématique du Signal Déterministe 2001-02

Devoir N°1

FEzxercice 1 I

On considere la fonction f définie par :

K
f(.T) = eﬂw + e—Gx
ou f > 0 et K est une constante.
(o ¢]
1. Exprimer K en fonction de 6 de sorte que / flz)dz =1
— 00

2. Pour quelle valeur de 6 a-t-on / fAx)de =17

FEzxercice 2 I

On consideére la suite de fonctions f,, définies par :

L-=2)"
n\¥) =
0 sinon
et 'on pose : [, :/ fo(z)dx et J, :/ f2(z) dzx

CNAM http://www.cnam.fr/maths/Membres/ghorbanzadeh/




2/103 Mathématiques du Signal Déterministe

1. Exprimer I,, et J, en fonction de n.

<lim fn(x)> dx.

n—oo

o0

2. Comparer lim I, et /
n—00 o0
o

3. Comparer lim J, et /
n—oo

FEzxercice 3 I

On considere la fonction f définie par :

( lim ff(a:)) dz.

n—oo

(3 .1 3
— 1 1
flz) = 4 6x2—§ si |x\§§
(0 sinon
1. Pour 6 > 0, Comparer / f(z)dz et / flz —0)dzx.
2. Pour m € N*| Comparer I, = / 2™ f(x)dx et Jp, =/ |z|™ f(x) du.
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Mathématique du Signal Déterministe Année 2001-02

corrigé de devoir N°1

Notons : I} = / f(z)dz et I, :/ f(z)dx.

1. Du fait que f est paire on a :

00 d o0 —sz
IIZQK/ 9796:2;(/ SHE
o e’ +e e o 14e20e

En effectuant le changement de variable : u = =% (du = —0 e~%% dz), on obtient :
2K (' du 2K . 2K 7
I = — ——— = — [Arct =1
1= /0 T 7 [Arctanul, 71
20

Dou I; =1 donne: |K = —
7

1. Du fait que f est paire on a :

I 2K2 /oo dx B 8_92 00 6—2930 dx
2 o (€97 + 022 2 J§ (14 e2a)?

En effectuant le changement de variable : u = e % (du = —0 e %* dx), on obtient :
[ 80 (' wdu
T Jo 1+ u?)?
En effectuant le nouveau changement de variable : u = tant (TUZ = dt), on obtient :
u
80 [™* tant 8o [/
L =— LQ = — tant cos®t dt
w2 Jo 14 tan“t w2 Jo
8o [/ 49 [/ 20
== sint costdt = — sin2tdt = —
72 Jo 72 Jo T
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3

La condition I, =1 donne : |0 = —

1. Calcul de I, :

1—=x —2dzx
En effectuant le changement de variable : u (

T 1+a (1+1x)?

Li1—2z\"  dz 1 [t 1
I, = = = u"duy = —
o \1+z/) (1+2)2 2/, 2(n+1)

Calcul de J,, : on peut écrire J,, sous la forme :

J _/1 1 1—2\""  dx
")y —2)2 \1+2z (1+z)?

= du> , on obtient :

1— 1— —-2d
En effectuant le changement de variable : u = ¢ ona: x = Y et T _ du
1+z l1+u (14 x)?
d’ou : .
1 1 1 1 1
Jp = = 1 2u du = -
8 /0 (14 u)u™du =3 <n—|—1+2n+1+2n+3)
2.0na: f,(0)=1, f,(1) =0, et Vo €]0,1] lim f,(z) =0. On en déduit
n—oo

que Vz, fo(z) =0 donc
n—,oo

lim I, = /oo (nm fn(:v)) dz = 0

n—00 oo \NT¥00

3. Ona: f2(0)

1, f3(1) =0, et Yz €]0,1[ lim f2(z) =0. On en déduit
n—oo

que Vz, f3(x) =50 donc
n—oo

lim J, = /OO (lim fg(x)) dz = 0

n—00 oo \N00
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1. Dans l'intégrale I; = / f(x —0)dx, en effectuant le changement de variable u =

z — 0, on obtient : [} = / f(u) du. D’autre part, du fait que f est paire on a :
—0oQ

o0 1/2 1 3/2 3
J— — 2—— — = =
11—2/0 f(:c)d:c—?(/o <6:U 2) d:v+/1/2 (2 x) da:) 1

2. Comme f est paire on a : Iy, =0 et

o0 1/2 1 3/2 3
Ly, =2 / ?™ f(x) dr = 2 / ™ <6x2 - —) dx +/ ™ (— - a:) dzx
0 0 2 1/2 2

m N gmtl _ 5 — 4m
47 (14 2m)(3 +2m) | 247+ (m 1 1)(1 + 2m)

On a : Jy,, = I, d’autre part,

0 [e’s)
o1 = / (—2)™ f(2) da + / 2™ [ (z) da
0

—0o0

Dans la premiére intégrale, en changeant x en —x, on obtient :

I = [ 2P f(—a) (—do) + [ sy i
0

=2 / r?™ L f(x) da
0
[ r1/2 1 3/2 3

=2 / g2l (6952 - —) dx +/ il (— — x) dx
Jo 2 1/2 2

_o 2m + 1 N 39mHL —am — 7

ST 42 (m 4 1) (m+2)  4mF2 (m+1)(2m + 3)
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Mathématique du Signal Déterministe 2001-02

Devoir N©2

FEzxercice 1 I

o
Dans cet exercice on admet que : Vn € N, / t"e tdt =n! et on définit la fonction erf
0

ar : erf(x ~ dt avec erf(1) =0,8427.
=w

On considere la famille {fi, fo, f3} définie par :

filz) =e

1 — 222
f2($) = \/g

-3+ 10|z| — 422

V5

fa(z) =

1. Montrer que la famille {f1, f2, f3} est orthonormée.

332

2. Soit f() 76 4

Déterminer f(z Za, fi(z) avec a; =< fi, f >= / fi(z) f(z)dx .

3. Déterminer ||f||2 =< f, f >, en déduire e(f ) =|f- f||2

CNAM http://www.cnam.fr/maths/Membres/ghorbanzadeh/




7/103

FEzxercice 2 I

On considere la suite de fonctions f,, , n € N* définie par :

( 1 ) 1 1
2({1+—+=x si —1——-—<z<——
n n n

= 1 1 ]
In(2) <2+——:c si ——<z<2+4 =
n n n

L 0 sinon

1. Etudier la convergence ponctuelle de f,.

2. Etudier la convergence au sens de L? de f,.
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Mathématique du Signal Déterministe Année 2001-02

corrigé de devoir N°2

1 .
On remarque que f;, fo et f3 sont paires.
1. On a:

<|I

||f1\|%=/ ff(:v)dx=2/ e dy = /eudu:l
N : =,

13 = / B)de=> / (- 227 e da
N :
1

00 2\ 2
1—2+41/4
5/, 2 5

u=2x

o0 2 o0
12 = / fiw)de =2 / (L34 100 — 422 e da
n 0
1

8

2

__oo_ _22—u
\—/_/5/0(34-511 u)e du

u=2x

_9+25><2+4!—30+6><2!—10><3!_
= : —

2. Du fait que f est paire on a :

Vi=1,2,3 a;=<fi,f>=2 /00 fi(z) f(x) dzx
0

D’autre part, on remarque que :

e e

z? T2 + 4z (r +2)?
4 =¢
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o
T
et en tenant compte de / e du = 5 on obtient :
0
) - x_2 . o (r+2)2
aq =-— Te 4 dr=— e 4  dr

il vient donc

Donc 8 +1le/m(1—erf(1))
V5T

as = = —0.0849
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De méme, on trouve :

_ 36 +47e /(1 —erf(1))

a = 0.0959
s \Vom

3. On a:

< ff >=<aifi +asfo+asfs, arfi +asfo+asfs >
= a? + a3 + a3 = 0.1992

1£113

On en déduit

e(f)=Ilf—fli=<f—Fff—F>=<f,f>—<f, f>=|fl|F 01992

Or,
332 xz
17112 =/°°f2<x>dx:i T dre [T T
—oo A J_ o dm J,
5 [, 1
_ V2T g, — 0.1995
v 2 Jo 2427

u:ac/\/i

d’ott |e(f) = 0.0003

1
1. On remarque que pour tout n € N*, f,, n’est pas continue en ——; en effet,
n

1~ 1+ 2
—=)=2 et fu(—= )=2+-
n n n

Jal

2
et d’autre part, Vz, f,(z) <2+ —. On a:
n

falz) — flz) =

n—oo

{2(1+x) si —1<2<0

2—x si0<xr<?2
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| O

onN 0w

|

-
]
a

n=100

N
0]

N
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http://www.cnam.fr/maths/Mem

es/ghorbanzadeh/




12/103 Mathématiques du Signal Déterministe

2. 0n a:

Dy = ||fn—fH§=/ (fa(z) = f(2))* dz = Li(n) + Iz(n) + Is(n) + Li(n) + I5(n)

o
-0

o L= [ ;/n o)do= s
Iy(n) = /_ll/n(fn(x) — f(2))*dz = 4(nn; >
B = [ i/nm(x) )=
1o = [ (o) - s e =2
Ii(n) = /2 o n(@)dz = 3%
D’ou 2(9n +7)

P L2
on en déduit f, — f .
n—oo
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Mathématique du Signal Déterministe 2001-02

Devoir N°3

FEzxercice 1 I

On considére la fonction périodique f de période T' définie sur [=T/2, T/2] par : f(z) =
(T —x) cos(ax) (a € Z).

1. Déterminer ¢, le coefficient complexe de Fourier de f. En déduire a,, et b, les coefficients
de Fourier de f.

1
2. On suppose T' =27 et a = 3

2.1. Déterminer Sy le développement en série de Fourier de f.

= (-1)"
2.2. Calculer 1 :
alculer la somme r; 1

2.3. Pour p donné, on désigne par h, I’harmonique d’ordre p. Combien d’harmoniques

T
faut-il sommer pour que 'on ait une énergie au moins égale 4 95% de F = / fA(z)dx ?
0
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FEzxercice 2 I

1. Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle suivante :

F(u) =

(14 u?) (1+ o?u?)

ou « est un parametre.
1

2. On considere la fonction f définie sur R par : )= —.
f par: flz) =

Déterminer f x f.

3. On considere la fonction g définie sur [—1,1] par : g(z) = f(x)_y,y(z) .

Déterminer g * g.
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Mathématique du Signal Déterministe Année 2001-02

corrigé de devoir N°3

1. Ona:
LT B 2imnx LT B 2imnx
Cn = — (x)e T do== / (T — ) cos(ax)e T dx
T —T/2 T -T/2
. 0 ~ 2imnx /2 B 2imnx
= / (T —z) cos(ax)e T dz+ / (T —x) cos(ax)e T dx
T\ Jop Jo )
n I
2 T
dans I, en posant : u = —% (dz = —Tu), on obtient :
0 2 pl
T T - T T T .
I = /1 (T—i— 711,) cos(%) e (—5) du = ¥ /0 (2+u) cos(%) ™™ du
2z U .
dans I, en posant : u = rd (dz = 7), on obtient :

! Tu olTu, _, T T? ! aTu, _,
I, = / (T - —) cos(——) e """ (=) du = — / (2 —u) cos(——) e "™ du
; 2 2 2 1/, 2

on en déduit :

T (! Tu, Tu, .
G =7 / ((2 + u) cos(%) ™ + (2 —u) cos(%) e””“) du
0

! T ! T
4 / cos(%) cos(mnu) du +2i / u cos(%) sin(mnu) du
0 0

=~

>

J1 Jo

e pourn=0,0n a:
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e pour n # 0, en utilisant :

1 1
cos A cos B = 5 (cos(A+ B) +cos(A—B)) , cosAsinB = 3 (sin(A + B) —sin(A — B))

On obtient
1 [t aTu oTu
J == cos| — +nmu | +cos| — — nau du
2/, 2 2
1 g + 1 g
B sin 5 nm sin 5 nm
T2 | er T
5 nm 5 nmw
T T
N (—=1)" sin (%) (—=1)" sin (%)
B A
5 nmw 5 nmw
T
(=1)™aT sin (%)
= 272
2 a 1 n27r2>
de méme :
1 [t . Tu :
Jy == u |sin| — +nmu | +sin | — — nru du
2 Jo 2
CoS a—Tu—i-nu CoSs a—Tu—n 1
1 2 . 2 m
9 U oT v, oT
— +nm — —nm
2 2 0
cos a—Tu—i-nu cos a—Tu—nu
1 [ 2 < 2 m .
+2 0 aoT + oT u
— +nm 7 — nm

2 oT N oT 2
TR 5
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1
2. SiT:27reta:§,ona:cO=4etp0urn7é0

2 (—1)"*t 4(=1)" 4n*+1
J1 = 2 , 2= 2 2 2
m(4n? — 1) w2 (4n? —1)

doit . 2
1y 1y an? a1
=T Ji+i5 )y = ()™ 8" 4n”+

4n? —1 7 (4n? —1)?

1
2.1. De ¢, = 5 (a, — ib,) on déduit :

(-1, _16(-1)" 4n®41
a/n Sl E— I n —
An? — 1 T (4n? —1)2

On a donc le développement en série de Fourier de f:

Sp(x) =4+ Z (a, cos(nz) + by, sin(nz))

n=1

2.2. On remarque que f est continue en 0, d’ou

fO)=2r=Sp(0) =4+ an

P © (=1)" 2—7
O déduit : =
n en dédui 7;1 1 1

2.3.0n a:

d’ott 95%E = 121.6735.

et les p premiers harmoniques sont donnés par :

P

hy=2m(4)* + 7 Z (ai + bi)

n=1

On a: h; = 148.0216.
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2]
_Au+B Cu+ D

I1).ar0.n écrit F sous la forme : F(u) = T 1+ 22

ou A, B,C et D sont déterminés

( im F(u)= A+ &
lim F(u) = A+ = =0 (1)
F(0O)=B+D=0 (2)
X A+B C+D 1
k)= 2 1 +a?  2(1+a?) (3)
2A+B 20+D 2
PO =St T T 501aey @

De (1), (2),(3) et (4) on déduit :

Flu) = (@ -1 (1+c*u?) (a?2—1)1+u?)
2. On a:
fxflz) = /_oo flz—1) f()dt = /_oo (ez—t + e—(ﬁi)) (et +e~t)

o2t
=e / dt
—oo (L+e722e?) (1 4 €%)
En effectuant le changement de variable u = e’ (du = e'dt) on obtient :

u du

o0
R
fril@) =e /0 (1+e2242) (1 +u?)
Y e e 2 U 1 u
=e€ 2 22,2 -2 5 ) du
0 e —11+e**u e —114+u

efw 1 + ewi U,2 o0
= 2 In 2
2(e 2 - 1) 1+u 0

T

—2xe” T

S 2(e2® —1)  eT—eT

3. Pour z € [-2,2], 0on a:

o0

gro@) = [ gte—Do@it= [ @016 -0 7010 d

—0o0

Or, I 1 1y(@ — t) = Mz 1,241y(t), donc
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g*guwszf@—wfumhLﬂmmemwa

En tenant compte de :

e T e?t

(1+e22e2) (1 + %)

fle—1) f(t) =

Ty 1 2401 (8) T_1,93(t) = Msupg—1,2—1},inf{1,041}] (1)

inf{1,z4+1} e~ T 2t dt
xg(x) =
g g( ) ~/sup{—1,z—1} (1 +e e2t) (1 + th)

Considérons deux cas : € [-2,0] et z € [0, 2].

On obtient :

esize[-2,00ona:sup{—-1,z—1}=—-1 etinf{l,z+1} =2+1, dou:

z+1 e~ T e?t dt
gxg(z)=

1 (+e2me2t) (1 + e?)

En effectuant le changement de variable u = ¢! (du = e'dt) on obtient :

z+1
¢ u du

gxg(x) =e™” /e_1 (1+e27u?) (1+u?)

T g u 1 u
— " _ d
¢ /6_1 (e‘“—l 1+e22y? e 221 1+u2> “

e? 142092\
= ° (==
2@2%—D[“< T+u? )Ll
e ® ( el +el )
= In
ewa -1 efwfl + e;c—|—1
esize[0,2lona: sup{—1,z -1} =z —1etinf{l,z+1} =1, dou:

g+ 9(x) —/1 e d
T—1 (1

+ ewi e?t) (1 + 62?5)

CNAM http://www.cnam.fr/maths/Membres/ghorbanzadeh/




20/103 Mathématiques du Signal Déterministe

En effectuant le changement de variable u = €' (du = e’ dt) on obtient :

1

e d
g*g(z) =€_$/ -

a1 (1 + e 22 u2) (1 + u?)

1

Y e u 1 u
=e€ 2 92,2 o2 5 | du
cemt \€ ¥ —11+e Ty e —11+4+wu
_ e—;c ln 1 + 6—233 ’LL2 el
C 2(e 2 —1) 1+ u? ot

e—z ea:—l + e—z—i—l
= In
e~2z 1 el +el

CNAM http://www.cnam.fr/maths/Membres/ghorbanzadeh/




21/103

Mathématique du Signal Déterministe 2001-02

Devoir N°4

FEzxercice 1 I

On considere la fonction f € L'(R) N L?(R) de transformée de Fourier F(f) et
lautocorrélation temporelle K, définie par : Ky(1) = / f(z) f(r + x) dx.

-

On définit la fonction gy par :

flz+6)— flz—90)
20

9o(T) =

ou f est un parametre.

Exprimer Gy la transformée de Fourier de gy en fonction de F(f).
Déterminer la densité spectrale d’energie de gy.
Pour tout v, déterminer G(v) = giné Go(v).
ﬁ
Pour tout v, comparer G(v) et F(f")(v).

Exprimer ¥y 'autocorrélation temporelle de gy en fonction de K .

A

Pour tout 7, déterminer })mé Wy(T).
_)

=

Application f(z) = z1_ 1(z).
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FEzxercice 2 I

On considere les fonctions f et g définies par :

fl@) =T g(z) et g(x) = e N nf(2)

ol A et u sont des parametres strictement positifs.

1. Déterminer Ky, 'intercorrélation temporelle de f et g définie par :

o0
Kso(r) = [ f(@)glr+0)do
—0oQ
2. Déterminer K, I'intercorrélation temporelle de g et fdéfinie par :

K, (1) = /_oo g(x) f(r+z)dx

o
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Mathématique du Signal Déterministe Année 2001-02

corrigé de devoir N°4

Go(v) = /Oo go(z) €™ dy = % /oo (f(z +0) = f(z—0)) e 2™ dg

1 o0 . 9 .
=25 / flz+0)e 2™ dy — / flz—0)e ™ dy

NG e -
t=a+6 t=z—0
_ 1 (62"“’9 / T () et dp - ot / " (e dt)
20 —00 -0
e2imvl _ o—2imvl _sin 2760

= AW =i T F ()W)
2. La densité spectrale d’energie de gy est définie par :

Faw? = (2L 7)) (<25 Fw)

- (229 F o
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3. Pour tout v on a:

sin 2710
20

Gv) = éim Gy(v) = lim ( > 2irv F(f)(v) = 2imv F(f)(v)

4. Si f est continue, pour tout v on a: G(v) = F(f')(v).
5. Ona:

Uy(1) = /_oo 99(x) go(T + x) dx

= [ G0 @ 0) U rat0) < frta0) do
Or,
/_Oof(x+9)f(7+x+0)dx\z/_//_oof(u)f(T%—u)du:Kf(T)
/_Oof(x—l—ﬁ)f(T—i—x—H)dx\——/_//_OOf(u)f(r—29+u)du:Kf(7'—29)
/_oof(ac—e)f(T-l-x-l-H)dx\://_OOf(u)f(T+29+u)du:Kf(7'+20)
/_oof(x—e)f(T—i-x—G)dx\z/_//_oof(u)f(T-i-u)du:Kf(T)
D’ou

_ QKf(T)—Kf(T—QH)—Kf(T-FQe)

‘110 (T) 402
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6. En utilisant le développement de Taylor, a I'odre 2 au voisinage de 8 = 0, des fonctions

K¢(r—26) et Kf(t1+20),0na:
Ky(r —20) = K(1) — 20 K} (1) + 20° K7 (7) + 6% (6)
Ky (1 +20) = Kf(7) + 20 K(1) + 20° K7 (7) + 6° £(0)
Il vient donc,
Ky(1 —20) + K(7 + 20) = 2 K (1) + 40° K} (7) + 6” £(0)

On en déduit, pour tout 7,
fim o(r) = K}(r) = [ 10) (7 + ) do = Ky o)
- —00

ou Ky désigne l'intercorrélation temporelle de f et f".
7. On a:

% 2722

e =i (

cos 2wy sin 27r1/>

Gg(l/) =

sin 270 <sin 2Ty cos 27r1/)
0

On en déduit la densité spectrale d’energie de gy:

. 2 . 2
o (sin2mvf cos 2ry  sin 2mv
Fao = (22 ki

™V

2m2y? TV

Pour tout v, on a:

— 2 cos 2wy

oy 272p2?

cos 2wy sin 27y sin 27y
inz

G(v) = —21v (

On remarque que G(v) # F(f')(v); en effet, f n’est pas continue aux points z = —1 et

T =

Ona: V7e[-22]

00 inf{1,1—-7}
Ky(r) = / (@ + 7)1 y(@) U1 y(z + 7) do = / z (x4 7)de

up{—1,—1—-7}

3

sup{—1,—1—7}
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Du fait que Vz, f(z)=0,ona: VT, })HI(I) Wy(r) = 0.
%

1. Pour 7>0,0ona:

Kig(r) = / T _ g 01(%) Tg,o0f (7 + ) dat

oo 0

= / e ulr+a) ]1]—00,0] (-’13) ]1[—7,00[($) dex = / = HTt) g
Te M si A=p

- —UT _ ,=AT
g e
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2. Pour 7<0,o0na:

M

-/

3

8

3

8

_’w+’\ T+z) ]1[0,00[(.%) ]1}_00,0](7' + 33) dz

,,qur)\ T+x) ]1[0,00[(55) ]1}_00,_7} (x) dr =

si A=p

Si AF p

/T ef,uw+)\(7+w) dr
0
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Mathématique du Signal Déterministe 2001-02

Devoir N©5

FEzxercice 1 I

1. Soit f une fonction réelle admettant la transformée de Laplace F. Pour z > 0, on pose
: fi(z) = z f'(x). Exprimer Fj la transformée de Laplace de f; en fonction de F.

2. Déterminer la fonction g si sa transformée de Laplace est donnée par :

2

G(p):@iW (A>0)

3. On considere le systeme d’équations différentielles suivant :
ta'(t) = —z(t) — y(t) + g(t)

y'(t) = Az(t) — Ay()

avec A > 0 et les conditions initiales z(0) = y(0) = 0.

(E)

3.1. En utilisant la transformée de Laplace résoudre le systéme E.

3.2. Montrer qu’il existe une fonction z telle que 'on ait : y = x * 2.
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FEzxercice 2 I

On considere la fonction f, définie par :

zlr—3 s 0<z<6

fo(z) =

0 sinon

1. Déterminer [fo], [fo]” et [fo]” -
2. Déterminer la transformée de Fourier de f;.

3. Soit f une fonction périodique de période T = 6, égale a fy sur [0,6]. Déterminer le
développement en série de Fourier de f.
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Mathématique du Signal Déterministe Année 2001-02

corrigé de devoir N°5

1. On a: o o
Fi(p) = / fi(z)e P dx = / z f'(x) e P dx
0 0

en effectuant I'intégration par parties suivante :
rxe P =y du = (1 - px)e P dx
—
fl(z)dx = dv v = f(x)

on obtient :

R = [sf@e )y - | T pr) F@) e dr = —F(p) - p F'(p)
=0 0

2. On décompose G en éléments simples :

A1 AQ A3 A4

GO = G T T A2 e

soit \2 o) )
Glp=

RO E  E VR PR

On en déduit : Vi >0

e e t(N1* — 6t +6
g(t) =X ; ~2) ; e = 1 . ) o
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3.1. Noton : X et Y les transformées de Laplace de x et y. En prenant la transformée de
Laplace du systeme (E) on obtient :

{-%Wm—thﬁ=—X@%—Y@%H%m
pY(p) —y(0) =AX(p) - AY(p)

Soit

{thﬁ=Wm—G@)(D

pX(B) = X() - Gl (3)
La solution (sans second membre) de (3) X'(p) = ; (p/:- By X(p) est
x@=c(;25) ‘@

En faisant varier la constante, on obtient :

X =00 (25) 400 (o 25) @

p+ A

En emportant (4') dans (3), on obtient :

, p+A 1
C = — G = —
(p) ° (p) TESE
1
D’ou C(p) = m On en déduit :
b
X(p)=-—L 5
O =55 ©)

On a:

1 1 A
505 (G~ )

On en déduit I'expression de z :

o(t) = it(2 At e
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En emportant (5) dans (2), on obtient :

__Ap A1)
Y0) =50 3 = 2 ((p+,\)3 (p+A)4)

On en déduit ’expression de y :

_ A — At
y(t) = 1215 (3—-At)e

3.2. D’apres (2), on a : Y(p) = Z(p) X(p) (Z désignant la transformée de Laplace de z).
A
De Z(p) = on déduit : 2(t) = Ae M.
p

+A
L’expression de fy s’écrit sous la forme :

z(r—3) si0<z<3
folx)=¢ z3—2) si3<x<6

0 sinon
On en déduit :
2r -3 sil0<z <3 2 si0<z<3
filx)=4 3—-2z si3<x<6 Jx)y=¢ -2 si3<z<6
0 sinon 0 sinon
et Vz, f{'(z) = 0.
On remarque fy n’est pas continue au point £ =6, et on a: fo(67) = —18, fo(61) =0,

d’ott Afy(6) = 18. 1l vient donc :

[fol = [fo] + 18 66
On remarque f} n’est pas continue aux points t =0,z =3 et x =6 et on a:
fo(07) =0, — fo(0") = =3, Af3(0) = -3
fB7) =3, fiB)=-3, Af(3)=—6
fo67) ==9, fo(67) =0,  Af(6)=9

On en déduit :

[fO]” = [f(l)l] + 18 5,6 - 36 - 65{3} + 95{6}
{6}
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On remarque f{' n’est pas continue aux points t =0,z =3 et =6 et on a:

0(07)=0, f7(0) =2, Af(0)=2
037) =2, [fiB)=-2, Aff(3)=—4
0(67)=—2, fo(67) =0, Af(6)=2

On en déduit :

[fo]"' =18 6%,6} -3 -6 523} +9 6%6} +20—4 5{3} +2 5{6} (%)

2. D’apres le cours, pour toute distribution 7°, on a :
F(T™)(v) = (2imv)™ F(T)(v)
D’autre part, on sait que : F(d(p;)(v) = e 2™ on en déduit :
F(OI) (v) = (2imv)™ e~ im0
De (x) on déduit donc
F(fol")w) = (2imv)* F(fo)(v)

= 18(2imv)? e 18 — 3(2imv) — 6(2imv) e~ + 9(2imy) e~ 12im
19 fe-binv 4 9 o—12im
= 2(1 — 3imv) — 4(1 + 3imv) e ™ + 2(1 — 36722 + Yirv) e~ 12

On en déduit :

3rv+i 3tv—i . 9mv+36im°? — i

e —12imwv
473y3 2m3y3 A73y3

F(fo)v) =

3. D’apres le théoréme 5.31 de cours, les coefficients de Fourier complexes de f sont définis
par :

1 n 1 n
= — 1 == - 7,
o=z F)(F) =57 (5) ine
D’ou
o2
7 9
1 —1)n —18(=1)" — 2p2
Vnezr. o = 8+9(-1) +i9 8(—1)" — 9+ 97°n

m2n2 m3n3
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Mathématique du Signal Déterministe 2002-03

Devoir N°1

FEzxercice 1 I

On considere la fonction f définie par :

Kz

f(x)zm

ou 0 > 0 et K est une constante.

1. Exprimer K en fonction de 6 de sorte que / flz)dx =1
0

o 1
2. Pour quelle valeur de 6 a-t-on / v fi(z)dz = > ?

FEzxercice 2 I

Pour n € N on considere l'intégrale [,, définie par :

1
nmx
I, :/ sin nwx cos <T> dx
0

Exprimer I,, en fonction de n.
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FEzxercice 3 I

On considere la suite de fonctions f,, définies par :

Vn

22 + nx + 2
fu(z) = 4

0 sinon

1. Montrer que pour tout z et pour tout n, f,(z) > 0.
n

2. On note : I, =/ fo(z) dz.
-n

Exprimer I,, en fonction de n et en déduire lim I,,.

n—oo
Ezxercice 4 I

On considere les fonctions f et g définies par :

f(x):{x(2—|x\) si —2<x<2 ,g(x):{x

0 sinon 0

et on pose : h(x) =sup {f(z),g(z)}.
1. Pour tout z € R, déterminer F(x) = / f(t)dt .

2. Calculer/ h(z) dx .

o0

si —n<z<n

si —2<z<2

sinon
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Mathématique du Signal Déterministe Année 2002-03

corrigé de devoir N°1

T dx
1. On a: / f(z dx—K/ 1+x29+1'

En effectuant le changement de variable u = 1 + 22 (du = 2z dz), on obtient

* du
/ fla dx—K/ u0+1:

Dol

oo o] 3
) 9 o x° dx
2.0na: /0 x f*(x) dz = 46 /0 [ 2ye

En effectuant le changement de variable u = 1 + 2 (du = 2z dz), on obtient

*© *(u—1)du </ 1 1
/0 fo(.fE)dCL' :202/1‘ WZQGQ ! W_UQG‘FQ du
o (] 1 0
=20 (20 204+1)  20+1

:% soit

d
On a donc 0+ 1
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On remarque que Iy = 0 et pour n > 1, en utilsant I'identité :

on a :

Distinguons quatre cas,

1
sin A cos B = 3 (sin(A + B) +sin(A — B))

—_

N | =

pour k£ > 1

( 3
Cos (%) =0
esin=4k—3on a : { d’ou
()
kcos 5
( 3
CcoS (%) =0
esin=4k—2on a: < d’ou
nmw
cos(—) =0
\ 2
( 3
COS (%) =0
esin=4k—1ona: { d’ou
nmw
cos(—) =0
\
3
cos (% = cos (6km) =1

esin=4kon a:

4 1 Inm
3nm  3nmw €08 2

Ly 3nmTx . /nTx
5/0 (sm( 5 )+sm(7>> dx

1 7
— E COS (—)

4
Ijpyg=—
334k — 3)w

4
Ijpn =
2T 3(4k — 2)

4

Loy = —
P34k — D

d’ol I4k =0
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1. Pour tout n on a: f,(—n) = f,(0) =

4

et f(n) = NI ED)

4
Va(n+1)

—16/n(2z +n)

D’autre part,

!
Tr) =
fa(@) (422 + 4nz + n2 + n)
() = 32y/n (122? + 12nx + 3n? — n)
" (422 + dnz + n? +n)?
n 4 32

donc f!(z) =0 pour z = —5 avec fn(=%) = N et fr(—=%) = =
On en déduit que le point z = —g réalise le maximum de f,, et donc f,(x) > 0 pour tout
net —-n<zx<n.
2. On remarque :

2 1 1

2%+ ng + = Z—n =7 (42® + dnz +n® +2) = 5 [(2z 4+ n)? + n]
2
_n 2r +n 1
4 NG
4 (" d
Il vient donc : [, = — / z 5
v o, (22+n
+1
Vn
2 2d

En effectuant le changement de variable : u = Fn (du = _x) on obtient

v Vn

VR dy
I, =2 / —— =2 (Arctan(3v/n) + Arctan(v/n))
—/n 1+u

On en déduit : lim I, = 27.

n—oo
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1. on a :

osix< -2, F(z)=0
, e ., 4
esi —2<z<0, F(r)= t(t+2)dt:§+a: ~3
=
0 T .Z'3 4
esi 0<z<2, F(a:):/ t(t+2)dt+/ t(2—t)dt:—§+x2—§
= 0

e siz>2,

On en déduit I'expression de A :

flx) st —2<zx<-—1 z(24+z) si —2<z<-1

glz) si —1<2<0 z si —1<z2<0
h(z) =

flz) si0o<z<l1 z(2—z) si0<z<1

glz) sil<az<2 z sil<z<2
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Mathématique du Signal Déterministe 2002-03

Devoir N©2

FEzxercice 1 I

On considere les fonctions fi, fo, f3 définies par :
fi(z) = az(l — )l q(z)
2
fo(@) = B (2 = 2)(1 = 2) T, (2)

2

@) =7 (& = So+ ) (1= 2o (@)

ou a>0,8>0,y >0 sont des constantes.

1. Montrer que la famille {f1, f2, f3} est orthogonale.
2. Déterminer (v, 3,7) de sorte que la famille {f1, fo, f3} soit orthonormée.

3. Soit f(z) = cos(mz/2).
3 o0

Déterminer f(z) = Zai fiz) avec a; =< fi, f >:/ fi(z) f(z)dz.
i=1 —o0

4. Déterminer || f||2 =< f, f >, en déduire e(f) = ||f — f|12.

CNAM http://www.cnam.fr/maths/Membres/ghorbanzadeh/




41/103

FEzxercice 2 I

Pour n > 1 on considere la suite de fonctions f,, définie par :

(e L]
2(1+2) - on
Ro=9 sagn S RS,
n
e otn ) 1
\2(17_’_%) SleE

1. Montrer que / fn(z) dz ne dépend pas de n.

2. Montrer que pour tout n , f, € L*(R).

3. Etudier la convergence ponctuelle de f,.

1
4. f, converge-t-elle au sens de L? vers la fonction f(z) = 5 e~lel?
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Mathématique du Signal Déterministe Année 2002-03

corrigé de devoir N°2

1. Pourt:=1,2,3,j=1,2,3eti#jona:

1
<fiky>= [ fle) i@ da =0

ce qui montre que la famille {f1, fo, f3} est orthogonale.

2. 0n a:
1 aQ
IAIB =< fi, fi >=/ faydr ="
0
dou |a=+30
1 62
1ol 2 =< fo, fo >= / File)do = 2
0

d’out |3 =+/50

1
1£all3 =< faufa >= / () do =

1575
dot |y =+1575 =157
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3. On a:

1 _

a =< fi, f >=/0 fi(z) f(z) dz = %
1

ay =< fo, f >:/0 fo(z) f(x) do = W

44/7(117% + 807 — 360)
7]-4

1
03 =< fuf >= [ (o) f(a)da =
0
On en déduit :
5 60
fla)=— (777 + 5607 — 2520)z* + (1680 — 3527 — 587°)z + Tr* + 32w — 168] (1 — z)

4. On a:

3
A . 240 (60480 — 268807 — 6247% + 7687 + 657
Ifl=<f, f>=) af= : )

=1

7T8
Dautre part, () = 7] — |} avec
2 ' 1
915 = [ fardo=3
0

Dot e(f) = 0.10659510~°
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1. on a:

*° 1 ~a 1
n d = —_— T+
/_oof(aﬁ) x 2(1+%)/_006 dx

————
u:w+%
1 n o
+ / dz + / e "t dx
20+2) /o1 201+ 1) Ju
~—_—_———
u=—z++
SR S
21+ h)y 14+l 214 )y
2. On a:
0o _1
/ fi(z)dz = ! / et da
e " 41412 )
—————
u:2z+%
1
1 n 1 * 2
+—— dz +~e—F 2t d
—_——
u:—2w—|—%
B 1 n % ). 1 B n? 4+ 2n
i i e
8(1+:)2 2(1+:)* 8(1+;)? 4(n+1)?
On remarque que :
. ) 1
Mm [ fu(@)de=7
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1 .

1

T+
Pour z < 0,0n a: f,(z) = 2(6174_%) d’ou ”lggo falz) = 5}
Pour x > 0,on a: f, (a:)—ﬂd’ofl lim f, (ac)—i
’ M 2(14 L) noo T g
1
On en déduit que : f,(x) — flz) = 3 e Il
4. On a:
5= 11 = [ (o) = f@)?da
- e:c—|—% T 0 1 e 2
= “\ a -
/;><u1+%) 2) :”ﬁkl(ﬂ1+%) 2) e

On en déduit : lim ||f, — fl3=0
n—00
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Mathématique du Signal Déterministe 2002-03

Devoir N°3

FEzxercice 1 I

On considere les fonctions f et g définies par :

flz) = % (1 + g) Ti—2,0(2) + % (1 - g) Tjo,3 ()
g(x) = % < + %) I _30)(x) + % (1 - g) Tjo,2(z)

1. Calculer/ f(z)dz et / g(z) dx.

2. Déterminer f x f. En déduire / f* f(r)dx

3. Déterminer g * g. En déduire / g *g(x)dz

-0

4. Déterminer f x g. En déduire / f*g(x)de
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FEzxercice 2 I

On considere les fonctions fy et gy définies par :

rzcos2mtx si0<z<l1 x sin 27z
fo(z) = . 9o(7) =
0 sinon 0
1. Calculer F; :/ fi(z)dz et E, :/ go(z)dx .

2. Soit f un signal périodique de période T = 1, égal & f, sur [0, 1]
2.1. Calcluer f(07), f(01), f(17), f(11). En déduire f(0) et f(1)
2.2. Déterminer Sy la série de Fourier de f.

3. Soit g un signal périodique de période T = 1, égal & go sur [0, 1].
3.1. Calcluer g(07), g(0%), g(17), g(1%). En déduire g(0) et g(1)

3.2. Déterminer S, la série de Fourier de g.

4. En utilisant la relation de Parseval, calculer les sommes suivantes :

2

IZ _1 eth Z( _1)

si0<z<1

sinon
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Mathématique du Signal Déterministe Année 2002-03

corrigé de devoir N°3

On peut écrire f et g sous la forme :

f(@) = fil@) I 20 (z) + fo(z) Loz (2) , 9(2) = g1(2) U3,0(7) + g2(x) Lo 2 ()

1. Ona:/oof(x)dle et /oog(x)dle
2. Pour z € [—4,6],0on a: fx f(x) :/OO f(z —1) f(t)dt. Or,

fl@=1)f(t) = fi(®) fi(@ = 1) D20/ () Do z42) () + f1(8) fo@ — ) 2,01 (¢) z3,4) (1)
+fo(t) fi(z — 1) Tjo 31 (8) Nz w12y (1) + f2(t) fo(z — ) Tjo,3)(2) Dz—3,01(2)
On découpe l'intervalle [—4, 6] en cing sous intervalles
[_47 _2] ) [_27 O] ? [07 1] ) [17 3] ) [3: 6]

d’ou le tableau suivant :

x [—2,0]N[z,z+2] | [-2,0]N[z=3,2] | [0,3]N[z,z+2]|[0,3]N[z—3,z]
[—4, 2] -2,z + 2] 0 0 0
[—2,0] [z,0] [—=2, 7] [0,z + 2] 0
[0,1] 0 [—2,0] [z, z + 2] 0, z]
1, 3] 0 [z — 3,0] [z, 3] [0, 2]
3, 6] 0 [ 0 [z —3,3]

11 vient donc

CNAM http://www.cnam.fr/maths/Membres/ghorbanzadeh/




49/103

x fl@—=1) f(t)
[—4, —2] I _2zy9(t)
[—2,0] Iz (t) + f1(t) fot — 2) D24 (2) + f2(£) f1(t — 2) Djo,z+21 (2)
[0,1] 201 (t) + fo() f1(z — ) Wza42y(£) + f2(8) fo@ — 1) Tjo,01 (2)
[1,3] o301 (t) + fo(t) f1(z — ) Mo 31(2) + f2(t) fo( — 1) Do 01 (2)
[3, 6] i, 33()
D’ou

T [ f(z)

3 9y 2

[—4, 2] %g@%+%+%

T A A4z 56

(=2, 0] _156_'7%? §§-+§§3
2z 4x 4x 56

[0,1] 67~ 75 775 9%
85 27 2z 6

975 42 8z 16

3, 6] 7%+%—%+%

On remarque que : / fxflx)de=1

3. Pour z € [—6,4],0n a: g*g(x):/

oo

—0o0

g(x —t) g(t)dt. Or,

gl —1t)g(t) = ag1(t) gi(x — ) U506 (t) Nz oy3)(2) + 91() gaw — ) T3, (£) N30, 4(2)

+92(t) 91(z — 1) 0,21 () Wz o157 (2) + G2(t) ga(z — ) o 7 () g2, (2)

On découpe 'intervalle [—6, 4] en cing sous intervalles

[—6,-3], [-3,—1], [-1,0], [0,2], [2,4]

d’ou le tableau suivant :
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x [-3,0]N[z,z+3] | [-3,0]N[z—2,2] | [0,2]N[x,z+ 3] | [0,2] N[z — 2, 7]
[—6, —3] 3,7 + 3] 0 0 0
-3, —1] [z,0] [—3, 7] 0,z + 3] 0

[—1,0] [z, 0] [z — 2, 7] [0, 2] 0
[0, 2] 0 [z —2,0] [z, 2] [0, ]
2, 4] [ [ 0 [z —2,2]
Il vient donc
x gz —1)g(t)
[=6,=3] | 1(D) g1 (2 — ) T—3,051()
[=3,=1] | g1(D)g1(z — ) Lz 01(t) + g1() g2 (2 — ) L—3,2)(t) + g2(t) g1 (z — ¢) Do 013 (%)
[=1,0] | g1(t)g1 (2 — ) Mo g1 (2) + 91(t) g2(7 — 1) Wip—2,41(t) + g2 (t) g1 (z — 1) Tjo 91 (2)
0,2] | g1(t)g2(@ — ) Mo—2,0)(t) + g2(t)g1( — ) Lz 1(8) + 92(t)g2(2 — 1) 0,09 (¢)
2,4] | g2(D)ga(z — 1) Uiy 0,9)(?)
D’ou
x g* g(x)
[-6,-3] | So A oo

[-3, 1] | — e o — =+

[-1,0] | ~oe s o 4o

0,2] | om — o = ot

2,4 | m—+ 422
24 50~ 25 25 75

o0

On remarque que : / g*xg(x)dr =1

—0Q
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4. Pour x € [-5,5],ona: fxg(z

flz—1)gt) =ai(t) fr(z—1) -
+01(t) fo(z — ) I

/ flx—1t)g

t)dt. Or,

On découpe 'intervalle [—6, 4] en six sous intervalles

[_57 _3] ’ [_

d’ou le tableau suivant :

3,-2], [-2,0], [0,2], [2,3], [3, 5]

3,01 (1) Yz w2y (t) + 92(2) fr(z — ) Djog1 () L+ (2)
3,0](t) Np—3,2)(t) + g2(t) fox — ) Uo7 (2) Npp—3,4(%)

x [-3,0]N[z,z+2] | [0,2]N[x,x+2] | [-3,0] N[z —3,z] | [0,2] N[z — 3, z]
[-5, 3] 3,7 + 2] 0 0 0
-3, -2] [z, + 2] 0 [-3, 7] 0
[—2,0] [z,0] [0,z + 2] [-3, 7] 0

[0,2] 0 [1,2] [z =3,0] [0, z]

[2,3] 0 0 [z —3,0] [0, 2]

[3,5] 0 0 0 [z — 3,2]
Il vient donc

x flz—1)g(t)

[=5, =3] | g1(O) fi(z — 1) M_s042(%)

[=3,=2] | g1(t) fi(z — ) iz oy (t) + g1(t) fo(m — 1) M_3,4(2)

[=2,0] | 1) f1(z — 1) Mgy (8) + 91(2) fo (@ = 1) o 042 (%) + g1.(8) ol — 1) W34 ()
[0,2] | g2(t) fi(z — ) T2 (8) + g1 (2) fol@ — 8) z—3,01(2) + 92(8) fo(z — 1) Do 0 ()
2,3] | g1(t) fa(z — ) o301 (%) + g2(t) fa(z — 1) Tpo 29 (2)

3,5] | 92(t) oz — ) Wz—3,91(2)
D’ou
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o0
On remarque que : / frg(x)de=1

1. On a:

E, = / fo(a

x fxg(z)
2 22 o b
53| 24T °
[ ] 225 15 t3 3 + 9
2¢3 2z 16
_3 _9 e e Wb
[ 3 ] 675 + 15 + 45
1923 22 4
2.0 _ _r 2
[ ’ ] 1350 15 + 15
0,9] 1923 B :1:_2 4
’ 1350 15 15
23 2z 16
2 el
[ ’3] 675 15 45
2 2 z b
3,5 |- 4T _T,0
[ ’ ] 225 15 3 A 9
87r +3

4872

o
et; E2 :/ gg
—0oQ

2. La figure suivante donne la représentation graphique de f sur l'intervalle [—1, 2]

(x)dx =

812 —3

4872
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0.5 1 1.5 2

2.1. On a: £(07) =1 et £(0%) = 0 d'on £(0) = L0 : J07) _ 3
[knﬁmefﬂﬂzzlafﬂf)zodbﬁfﬂ)zf“'»;fu+):%

1
2.2. On a: ao(f) =/ fo(z)dx =0 et pour n > 1
0

1
an(f) = 2/ x cos(2mx) cos(2mnx) dx
0

1
= / x (cos2m(n — 1)x + cos2m(n + 1)z) dx
0
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1
Doncsin =1, a;(f) = 3 et pour n > 2, a,(f) = 0.

1
b(f) =2 / x cos(2nzx) sin(2mnz) dx
0

1
= / z (sin27(1 — n)z +sin 27 (n + 1)z) dz
0

1
Donc sin =1, by(f) = e et pour n > 2, by(f) = _ﬁ(n2n_ 1)

On en déduit Sy la série de Fourrier de f :

1 1 1 &
Si(z) = 5 cos 2w — i sin 27rx — - Z nzn_ 1 sin 2n7wx
n=2

3. La figure suivante donne la représentation graphique de g sur l'intervalle [—1, 2]

0.2
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3.1. On a: g(07) =0et g(0") =0 d’ou g(0) =

De méme g(17) =0 et g(1*) =0 d’ol g(1) =
! 1

3.2. On a: ag(g) =/ go(z)dx = ~5- et pour n > 1
0 s

1
an(g9) =2 /0 x sin(27wz) cos(2mnzx) dx
1
= / z (sin 27 (1 — n)z + sin 2w (n + 1)) dx
0

1 1
Donc sin =1 —— et > 92 ap(g) = ———
oncsin =1, a(g) 1, ctpourn>2a (9) R
1
bu(g) =2 / x sin(27x) sin(2wnx) d
0

1
= / z (cos2m(1 —n)x + cos2n(n+1)z) dz
0
. 1
Donc sin =1, b;(g) = 5 et pour n > 2, b,(g) =0.

On en déduit S, la série de Fourrier de g :

1 1 2
Sy(z) = ~5- T g 08 2y 4 — Z (:(:2 qu — sin 27z

4. Par la relation de Parseval on :

lﬁ=%@+%(ﬁ@+§:ﬁ@+@w0

n=2
On en déduit:  |S jgi : g U
n en aeduit : 1= ﬁ:___
— (=17 12 16

On en déduit : SZ:ZW = —
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Mathématique du Signal Déterministe 2002-03

Devoir N°4

Soit N un entier supérieur ou égal & 2, pour m € {1,...,2N} on consideére les fonctions
fm et g, définies par :

fm(z) = Max{m,2N + 1 — m} Iy ()

gm(z) = Min{m, 2N + 1 — m} I, _1,m[(®)

et onpose : f(z) =Y fu(@) , 9(&) = gn(z).

1. Pour N =2, N =3, N =5 donner les représentations graphiques de f et de g.

2. Montrer que pour tout m € {1,...,2N}, f, € L'(R) N L*(R) et
gm € L'(R) N L?(R). Que peut-on en conclure pour f et g ?
3. Déterminer E(f) :/ f*(z)dz et E(g) :/ g°(z) dz
4. Déterminer Ky, ’autocorrélation temporelle de f,, définie par :

K (7) = / T @) flr + 2) da

5. Déterminer K, l'autocorrélation temporelle de g,, définie par :

K, (1) = /oo 9 () g (7 + ) dx

o0

6. Déterminer Ky, .. l'intercorrélation temporelle de f,, et g,, définie par :

Ky, on(T) = /00 () gm (7 + 2) dx
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7. Déterminer K,,, r. l'intercorrélation temporelle de g,, et f,définie par :

Ky (T) = /oo 9 () fu(T + 2) da

o0

8.1. Déterminer F,,, = F(f,) la transformée de Fourier de f,.

8.2. Déterminer I’étalement et la densité spectrale d’énergie de f,,.

8.3. Déterminer F(f) la transformée de Fourier de f.

8.4. Déterminer I’étalement temporel et la densité spectrale d’énergie de f.

9.1. Déterminer G,,, = F(gn) la transformée de Fourier de gy,.

9.2. Déterminer I’étalement temporel et la densité spectrale d’énergie de g,,.
9.3. Déterminer F(g) la transformée de Fourier de g.

9.4. Déterminer I’étalement et la densité spectrale d’énergie de g.

On rappelle que

no1—grt!
k
2%9 T 1-—9
n 2 n
(Zak) S 2 EE Y g
k=1 k=1 kZj
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Année 2002-03

Mathématique du Signal Déterministe

corrigé de devoir N°4

On remarque que pour tout m € {1,...,2N} on a :

2N+1—-m sil1l<m<N

Max{m,2N +1—-m} = m si N+1<m<2N
| (1)
m sil<m<N
Min{m, 2N +1-m} =9 on 1 0 G N4+ 1<m<2N

1. Les figures suivantes représentent les représentations graphiques de f et de g :

g pour N=2

f pour N=2
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f pour N=3

g pour N=3

f pour N=5

g pour N=5

2. Pour tout m € {1,...,2N} on a:

/ fm(z) dx = Max{m,2N + 1 — m} / dx = Max{m,2N +1 —m}
0o -1

m

m

/00 12 (x) dz = (Max{m, 2N + 1 —m})’ / dz = (Max{m, 2N +1 —m})?

m—1

Ce qui montre que tout m € {1,...,2N} | fm € L*(R) N L?(R). De méme, on a :

/ gm(z) dr = Min{m,2N + 1 — m} / dx = Min{m, 2N +1 —m}
— m—1

/ 62 (z) dz = (Min{m, 2N + 1 —m})* / dz = (Min{m, 2N + 1 — m})
— 00 m—1

donc g, € L'(R)NL?(R). f et g étant la somme des fonctions appartenants & L' (R)NL? (R),
elles appartiennent donc & L'(R) N L*(R).
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On remarque que

o0 2N oY)
/ f@de =5 [ fal@)ds
N 2N 2)
=>>2N+1-m)+ Y, m=N(BN+1)
m=1 m=N+1
0 2N oY)
/ g(z)de = > gm(z) dz
—00 m=1J —cc
N 2N (3)
=>m+ > (2N+1-m)=N(N+1)
m=1 m=N+1
3. En utilisation (1) les expressions de f et g s’écrivent sous la forme :
N 2N
@)=Y @N+1=m) Bporm(@) + Y. m Dy m(z)
m=1 m=N+1
N N
g(@) =Y m D)+ Y @N+1—m) Ty 1 m(z)
m=1 m=N-+1
En tenant compte du fait quesi 1 <i< Net N+1<j<2N :
li—1,iN]j —1,7[=0, on a :
N 2N
N(@2N +1)(TN +1)
E(f) = 2N +1—m)? 2 \
(=D _@N+1-m?*+ Y m 5

N(N+1)(2N +1)

WE

2N
E(g)=) m’+ Y (@N+1-m) =
m=N-+1

1

3
I

4. Par définition on a :

o

Kp,(r) = (Max{m, 2N +1 = mB [ Gpos (&) B+ 2) d

—0o0

e Domainede7r: dem—1<74+2 <m ondéduit m—1—2 <7 < m—x, dautre
part, la condition m — 1 <z <m implique: 0<m—-x <1l et —-1<m—-—1—2<0 dou

—1<7<1]. Donc, on a:
inf{m—1,m—-1—7}

K;, (1) = (Max{m,2N + 1 —m})? / dz

sup{m,m—7}

Ky, (1) = (Max{m,2N + 1 —m})* (1 — |[7])*1_14(7) (5)
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5. Par définition on a :

o0

Ky, (1) = (Min{m,2N +1 — m})2 / W1, (%) W1 (7 + ) da

o0

e Domaineder : dem—1< 742 <m ondéduit m—1—2 <7 < m — z, dautre
part, la condition m — 1 <z <m implique: 0<m—-zx <1l et —-1<m—-—1—2<0 dou

—1<7<1]. Donc, on a:
inf{m—1,m—1—7}

K,, (7) = Min{m, 2N + 1 — m})? / dz

sup{m,m—7}

K, (1) = Min{m,2N +1—m})* (1 — |7[)*I_1.5(7) (6)

Les figures suivantes représentent les représentations graphiques de Ky, et de K, :

K_f_m(x) pour N=5 K_g_m(x) pour N=5

6. En tenant compte de I'identité Max(A, B) Min(A,b) = AB on a:

o0

Kpngn(®) =mN +12m) [ Gy s (&) s+ ) do

—00

e Domaineder: dem—1< 742 <m ondéduit m—1—2 <7 < m— z, dautre
part, la condition m — 1 <z <m implique: 0<m—-x <1l et —-1<m—1—2<0 dou

—1<7<1]. Donc, on a:
inf{m—-1,m—1—7}

K o (7) = m(2N +1—m) / di

sup{m,m—1}

K g (7) = m(2N +1 = m) (1= |7])" 11 (1) (7)
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7. De méme qu’en question 6) , on a :

Ky (1) = m(2N +1=m) (1= |7])"I_1,1(7) (8)

8.1. Par définition on a :

Fal) = [ ) do = Max{m,2N +1-m) | do )

- . m—1 9

= Max{m, 2N + 1 —m} e 2mmv+inv sin v
iz
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8.2. La densité spectrale d’énergie de f,, est définie par : |F,,|>. On a :

(V)2 = Fin () Fn(v) = (Max{m, ON +1—m} sin 7”’)

iz

L’étalement temporel d’énergie de f,, est définie par :

| wrw

< fm >2: oooo
/ f2.(x) da
Or,
/ f2(z)dz = (Max{m,2N + 1 — m})2
/ T (@) da = ST I (Mase{m, 2N +1 - m})?

, 3m*—3m+1

3
8.3. En utilisant (9) on
2N STy, e %
F(Hlv) = 21 Fn(v) = — e Z Max{m,2N +1 —m} e =™
m= m=1
sin Ty l 2N
_ Ty A —2immv —2immv
=——¢ (Z(2N+1 m)e + Z me )
m=1 m=N+1
sin Ty l il
= — el (Z(QN +1= m) e—21m7ru + Z(m + N) 6—22(m+N)7ru)
m=1 m=1
1

=—— (A B
&rvsin® v ( 1t f)

avec
Ay =2Ncos3mv + cos((2N — 1)wv) — (2N + 1) cosmv — (2N + 1) cos((4N — 3)7v)
+2N cos((4N — 1)7v) + cos((2N — 3)7v)
By =2Nsin3nv —sin((2N = 1)7v) — (2N + 1) sinmv + (2N + 1) sin((4N — 3)7v)
—2Nsin((4N — 1)7v) —sin((2N — 3)7v)
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8.4. La densité spectrale d’énergie de f est définie par : |F(f)|?. On a:

A§+B§

(87TI/ sin® 7r1/) 2

IFHW)P=F(Hw) F()v) =

9.1. Par définition on a :

Gn(v) = / G () e 2™ dg = Min{m, 2N + 1 — m} / dx
- sin Ty i (10)
= Min{m, 2N + 1 — m} e 2immvtimv 2217
v

9.2. La densité spectrale d’énergie de g,, est définie par : |G,,|?>. On a :

G (V)2 = G (V) gm( ) = (Mln{m 2N +1—m} Slnm/)

TV

L’étalement temporel d’énergie de g,, est définie par :

/ 2% g2 (z) dzx

/ Z g2 (2) da

< G >2=

Or,

o0

9%, (z) dz = (Min{m, 2N + 1 —m})?

8

2% g, (Min{m, 2N + 1 — m})?

/°° 3m2—3m+1

o 3
3m* —3 1
On en déduit | < g, >%= %
9.3. En utilisant (10) on
2N SNy, e 2%
Flg)v) = 21 Gm(v) = —— €™ ) " Min{m,2N + 1 —m} e 2m
m= m=1
sin Tv il al —2immv - —2immv
= e Zme + Z 2N +1—-—m)e
™ m=1 m=N+1
sin v iy = —2immv . —2i(m+N)mv
= e Z me +» (N+1-m)e
T
m=1 m=1
1

=—— (A B
8w sin® v ( gt g)
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Ay = cos 3mv — cos((2N — 3)mv) + cos((4N — 1)mv) — cos((2N — 1)7v)
B, = sin3nv 4 sin((2N — 3)mv) —sin((4N — 1)7v) +sin((2N — 1)7v)

9.4. La densité spectrale d’énergie de g est définie par : |F(g)[*. On a:

F@)W)P = Flo) ) Fg @) = — +3B .

(87ﬂ/ sin

2
7TV)
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Mathématique du Signal Déterministe 2002-03

Devoir N©5

FEzxercice 1 I

On considere le systeme d’équations différentielles suivant (pout ¢t > 0 ):

2'(t) —y'(t) =0
(E)
2"(t) — o' (t) = (cost —sint) e
avec les conditions initiales z(0) = y(0) = 2'(0) = '(0) = 0.
1. Calculer z"(0) et 3" (0).
2. En utilisant la transformée de Laplace résoudre le systeme E.

3. Montrer qu’il existe une fonction g telle que 1'on ait :

z(t) = g * ch(t) et y(t) = g * sh(t).
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FEzxercice 2 I

On considere la fonction fy définie sur [—2,1] par :

22 +5rx+6 si —2<z<-—1
fo(z) =

2 —-2r+1 si —1<z<1
1. Déterminer [fo|", [fo]” , [fo](3) et [fo](4).

2. Déterminer la transformée de Fourier de fy.

3. Soit f une fonction périodique de période T = 3, égale a fo sur [—2,1]. Déterminer le
développement en série de Fourier de f.
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Mathématique du Signal Déterministe Année 2002-03

corrigé de devoir N°5

#(t) —y"(t) =0 (1)

2" (t) —y'(t) = (cost —sint) e ¥ (2)

1. D’apres (1) on a: z'(0) — y"(0) =0 d’ou | y"(0) =0

D’apres (2) on a: z"(0) —¢'(0) =1don | 2"(0)=1

2. Notons X et Y les transformées de Laplace de z et y. En prenant la transformée Laplace
de (1) et (2) on obtient :

pX(p) — z(0) — p’Y(p) + py(0) + ¢'(0) = 0

PX() = pa(0) = 2'(0) =2V ) +(0) = iy

Soit

pX(p) = p’Y(p) =0 (3)

PXE) -0 = ey @

. " B p _-
En emportant (3) dans (4) on obtient : p°Y (p) — pY(p) = CESIEE] d’ou
1

"= e ©
De (3) on déduit :

X(p) = . (6)

(P —=1) [(p+1)2+1]
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En décomposant (5) et (6) en éléments simples on a :

1 1 1 1 1 3p+4
X(p) = ——=+3 7~
0p—1 2p+1 5 (p+1)2+1
1 1 1 1 1 2p+1
Y0) =51~ 35T 5 oy
0p—1 2p+1 5 (p+1)2+1
On en déduit . . 3 cost 4 sint
COSt + sin
He — et — et —t
x(t) 106 +26 E e
1 1 2cost —sint
e ot -t 2T
yt) =15¢ — 3¢ 5 2

3. Notons G la transformée de Laplace de g et hy(t) = cht , hy(t) = sht, on a :

L()(p) = 57 et L(ha)(p) =

D’autre part, on peut écrire (6) sous la forme

p 1

X0 =55 (p+1)2+1

on peut écrire (5) sous la forme

1 1
Y =
(p) PP—1 (p+1)2+1
1
On en déduit : G(p) = ————— d’ou g(t) = sinte *.
(p+1)2+1
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1. On remarque que fy est continue, on a donc |[fo] = [fi]| avec

20+ 5 si —2<x< -1

folz) =

3x2—2 si —1<zxz<xl

On remarque que f; est discontinue aux poits : —2, —1, 1 avec les sauts :

Afj(-2) = (=21~ [i(=27) =1-0=1
Afj(=1) = f(=1%) = f(=17) =1 = 3= =2
Af(1) = {11 = fi17) =0 —1 = =1

D’ou [fo] [ ] + (5{ 2} — 25{ 1} — 5{1} avec

2 si —2<zx< -1

0 (x) =

6x si —1l<a<l

On remarque que f{' est discontinue aux poits : —2, —1,1 avec les sauts :

D’ou [ ](3) = [fo ] + (5{ 2} — 2 5%71} - 5%1} 4+ 2 (5{_2} -8 (5{_1} - 65{1} avec

6 si —l<zx<xl
3
(@) =

0 sinon

On remarque que fés) est discontinue aux poits : —1,1 avec les sauts :

AR (1) = B7(1) = 37 (-17) =6-0=6
AR = f70F) = £707) =0-6=—6

D’oti , en tenant compte de fé4) () =0 Vx

[fol® = 67 oy =267 1y — 611y + 2687 o) — 8813 — 6871y + 66,13 — 653
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2. D’apres le cours, pour toute distribution 7', on a :
F(T™)(v) = (2imv)™ F(T)(v)
D’autre part, on sait que : F(d(p;)(v) = e 2™ on en déduit :

FOIR)(v) = 2imv)™ e im0

On en déduit donc
F((fol)(v) = (2imv)* F([fo])(v)
= (2inv)? (e‘””” — 2% 672““’) + (2imv) (2 etimv _ 8 e2im _ 6 6*2"7”’)
+6 €2 — G 2
= (2imw)? (4™ — €2 — 2 cos(2rv))
+(2imv) (2€%™ — 2% — 12 cos(2mv)) 4 12i sin(27v)
= (2imw)? [cos(dmv) — 3 cos(2mv) + i (sin(dmw) — sin(27v))]
+(2imv) [2 cos(4mv) — 14 cos(2mv) + 2i (sin(4rv) — sin(27v))]
+12i sin(27v)
= —(21)? (cos(4mv) — 3 cos(27v)) — 4w (sin(4mv) — sin(27v))
—i (270)? (sin(dmv) — sin(27v)) + (dimw) (cos(dmv) — T cos(2mv))

+12i sin(27v)

D’ou
Ff)w) = —(27v)? (cos(4mv) —3 COS(?;Z,),;; 7w (sin(47v) — sin(27v))
_—(27v)? (sin(4mv) — sin(27v)) + (47v) (cos(4mv) — 7 cos(27v))
" (2mv)*

. 12 sin(27v)
4i Y
(27v)*

3. D’apres le théoréme 5.31 de cours, les coefficients de Fourier complexes de f sont définis
par :

= Fh) (3) nez
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17
Dou ¢y = s et pour Vk > 1 :

243 {_(&;2))24_@ (27r(3k 2) V3 + 127r(3lc 2) +6\/_}
4

SEEY

C3k—2 = 167T (3k — 2)4 (3k — 2)
243 _(27r(3;c—1))2 _ 4/3x (27r (3k— 1)) V3 + 12nGk=1) 3k ) 6/3
= 3 Y
T Gk—2¢ ' (3k — 1)

. 3 (167 24
= —— R — =1 —
T 6w | k2 k3
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Devoir N°1

&

(&

FEzxercice 1 I

cos2tx si0<zx<1
On considére la fonction fy définie par : fo(x) =

1 sil<z<?2

Soit, f une fonction périodique de période 2 et égale a fy sur I'intervalle [0, 2].
1. Déterminer I'expression de f sur les intervalles [—2,0] et [2,4].
2. Donner la représentation graphique de f sur l'intervalle [—2, 4].

2
3. Calculer f(z)dx
—2

FEzxercice 2 I

Pour n > 1 on définit la suite de fonction f, par : f,(z) = e

1. Etudier la variation de fi- En déduire la représentation graphique de f;. Peut-on en
déduire la représentation graphique de f.

e_n|x|

2. Calculer I, = / fu(z) dz. En déduire lim I,,.

n—0o0

3. Calculer J, = / f2(z) dz. En déduire lim J,.

n—oo
Exercice 3 I

Pout tout réel z on note h(z) = e~

T

* et on pourra utiliser que A/ (z) = —2z h(z).

Pour tout x > 0 on définit la fonction erf par: erf(z) = / h(t) dt
0

Pour n € N | on pose : Hy(x) :/ t" h(t) dt .
0

1. Déterminer les expressions de Hi(z), Hy(x), H3(x) et Hy(x).
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2. Exprimer H,(z) en fonction de n et erf(z).

CNAM http://www.cnam.fr/maths/Membres/ghorbanzadeh/




75/103

Mathématique du Signal Déterministe Année 2003-2004

corrigé de devoir N°1

1. Sur lintervalle [—2, 0] l'expression de f est donnée par :
cos2m(z+2) si0<z+2<1 {cos?mc si—2<z<-1

folz +2) = . = .
1 sil1<z+4+2<2 1 s1i —1<z<0

Sur Pintervalle [2, 4] Pexpression de f est donnée par :
Iy 2) cos2m(x—2) si0<z—-2<1 cos2mtx  si 2<zx<3
r—2)= =X
’ 1 sid3<zx<4

1 sil<z—-—2<2

2. Sur l'intervalle [—2,4] on a la représentation suivante de f :
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3. On a: ) )
/f(x)da:zZ/fo(x)da::2
0

-2

2% Ao
— si @
e_|$| , (1 -+ €2w)2 S
l.Pourn=1ona: fi(z)=—c¢t fi(z) =
et +e @ —Q2e 2
— siz >0
(1+e %) 7
f1(x) f2(x)
05r 05r
045} 045}
0.4 0.4
0.35F 0.35F
03f 03
0.25f 0.25f
0.2r 0.2t
0.15f 015}
01t 01t
0.05f 0.05f
0 1 1 1 0 1 1 J
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4

2. On remarque que pour tout n, f, est paire d’ou

00 00 00 6—2nw
/oo fo(x) dx /0 ful(z) dx /0 e dx

En effectuant le changement de variable u = e " (du = —ne """ dx), on obtient :
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D’ou lim 7, =0.

n—0o0
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3.0na: . o e
_ 2 N
Jn /_oo fn (.’L‘) dr /0 (1 + e—2nm)2 dx

—nT

En effectuant le changement de variable u = e ™ (du = —ne ™ dx), on obtient :

2 1ol
Iy, = — —d
n/o (14 u?)? Y

2 2
En effectuant le changement de variable n W S o S , on obtient :
1+ u? (1 + u?)?
1
1 f2 A 1 1 2ln2—1
Ip = — ——d\=—[-In(1-X) =) =————
nJ, 1—2A n [=In ) l 2n

On remarque que Hy(z) = / h(t) dt = erf(z) .
0

1. pourn=1,0n a:

H(z) = /O$th(t) dt = _% /Owh’(t) ) z hz) 1 —2/7,(95)

x
pour n =2, 0n a: Hy(z) = / t* h(t) dt, effectuons Iintégration par parties suivante :
0

<~
Eh(t) dt = dv —%h(t) —

Hy(z) = [-% th(t)]: Y % /0 “h(t) dt = % (=2 h(z) + erf(z))

x
pour n =3, 0n a: Hs(z) = / t3 h(t) dt, effectuons I'intégration par parties suivante :
0

R
ER(E) dt = dv —%h(t) —

Hy(z) = [—%tQh(t)]o—i-/ozth(t) dt = —%ﬁ h(z) + Hy(z)
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Soit Hs(z) = = (1 — h(z) — 2 h(z))

N =

x
pour n =4, 0on a: Hy(z) = / t* h(t) dt, effectuons I'intégration par parties suivante :
0

B—u 3t dt = du
A
Eh(t) dt = dv _% h(t) = v
1 z g 1
Hy(z) = [——ﬁh(t)] +§/ t2h(t)dt:——x3h(x)+§H2(x)
2 .2 o 2 2

(3z + 22°) h(x)

2 X2 2% 2
On Remarque que Hy, H, et H, dépendent de h et erf, alors que H; et Hs ne dépendent
que de h. Donc 'expression de H,, dépend de la parité de n, pour cela calculons H,, et

Soit Hy(xz) = — erf(z)

H2n+1-

T
On a: Hy,(z) = / 2" h(t) dt. Effectuons I'intégration par parties suivante :
0

21—y (2n — 1) 2 dt = du
— 1
{ th(t) dt = dv —5 by =
1 N R Y
Hy, (z) = [__ 2=t h(t)} ) - / 272 h(t) dt
2 0 0
1 2n—1
Hgn(l') = —5 .’I?Zn_l h(%) + T HQn_Q(J))

T
On a: Hopqi(z) = / t*"*+1 h(t) dt. Effectuons Pintégration par parties suivante
0

=U

420 2nt*™ 1 dt = du
<~
{ th(t)dt =dv —=h(t)=v

Hypii(z) = [—%t% h(t)} 42 [T h(t) dt

H2n+1 (IL') = ——= fL'Zn h,(.T) +n Hgn_1($)
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«Eg

S

Devoir N°2

Mathématique du Signal Déterministe 2003-2004

&

(&

FEzxercice 1 I

On considere les fonctions fi, fo, f3 définies par :
fi(z) = (de™® — 6e**) Tpg oof()
fo(z) = a (6™ — 67 + 5e™3) Ty oop(@)
fs(@) = B (de® — 30e % + 60e 3" — 35e 1) Tp oo ()

ou « > 0,3 > 0 sont des constantes.

1. Montrer que la famille {f1, f2, f3} est orthogonale.

2. Déterminer (o, 3) de sorte que la famille {fi, fo, f3} soit orthonormée.
3. Soit f(z) =z e " N oof(z).

3 0
Déterminer f(z) = Zai filz) avec a; =< fi, f >=/ fi(z) f(x) dz.
i=1 -

4. Déterminer [|f|3 =< f, f >, en déduire e(f) = ||f — fI3.

n!
An+1

on ad met que Vne N, VA >0 / " e M dr =
0

FEzxercice 2 I

Pour n > 1 on définit la suite de fonctions f, par : f,(x)

X

= 1{-@*WW'
1. Etudier la convergence ponctuelle de la suite de fonctions f,.

2. Etudier la convergence au sens de L? de la suite de fonctions f,.
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Corrigé de devoir N°2

@
(E

FEzxercice 1 I

1.On a: ~
< fi, f2 >=/ fi(z) fa(z)dz =0
OOO
< fi, f3 >=/ Ji(z) f3(z) de =0
000
< fa, 3 >:/ fi(@) f2(z)dz =0
0
2. On a: o
1Al =< fifi>= [~ fayas=1
0
o0 2
1l =< fo o >= [ g3ty o = 52
0
o) 2
Il =< soi>= [ pwas =
On en déduit |a = % et |f=+8
3.0na: o .
a; =< fi, f >=/0 fi(z) f(z)dz = a1
w=<hut>= [ i) i) e = DY
a3 =< f3, [ >= /000 fa(z) f(z)dex = 237117?)/;
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A 633005 1327871 5445305 1355
D’ou f(x) = -z 6—255 + —3z

T 3873744° T 1291248 2582496 1134 €

—4x

4. Ona: ||flh=</ff >:/O f(z)dx =

3
Dot e*(f) =||f[)3— ) a} =0.00025
=1
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FEzxercice 2 I

1. Pour x =0on a: f,(0) =0. D’autre part, pour tout z < 0,

lim (1 4 e72"*) = oo, donc pour tout z < 0, lim f,(z) = 0. Pour tout & >0,
n—00 n—00

lim (1 4+ e~2"*) = 1, donc pour tout z > 0, lim f,(z) = z.

n—o00 n—00

On en déduit que f, converge simplement vers f ol f(z) = 2l oop()-

2. 0n a:

=118 = [ " (o) = f(2) do

o0
0 T 2 o0 % 2
= /Oo (7(1 n 62”””> dx-l—/o <71 pe — :E) dz
I, T

2n

e pour I, on remarque que pour tout z < 0, 1 4+ e 2" > ¢=2"* donc

0
1
Ing/ 22 ' dr < s — 0
o nd n—oo

[ee] T 67271],‘ 2
J, = — ] d
/0 ((1 - 6—2’”) ¢

on remarque que pour tout x > 0, 1 +e=2"* > 1 , donc

e pour J,

o
Jn < e dy < — 0
"= /; - 327’),3 n—0o0

On en déduit , lim ||f, — f||5=0.
n—0o0
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Mathématique du Signal Déterministe 2003-2004

Devoir N°3

@f\

&

FEzxercice 1 I

Pour £ € N on considere les fonctions fj définies par :

cos2rx st k<z<k+1
fe(x)y=<¢ 1 sik+1<z<k+2

0 sinon

1. Donner les représentations graphiques de fy , fi et fo.

o0

2. Montrer que l'intégrale / fr(x)dz ne dépend pas de k.
—00

3. Pour tout k£ € N, déterminer ’expression de gp = fx * fri1-

4. Donner les représentations graphiques de gy , g1 et go.

o0

5. Calculer l'intégrale / gr(x)dz .

—0oQ
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FEzxercice 2 I

On considere la fonction f; définie par : fo(z) = >~ Lo 1((z)-
1. Calculer E = / fi(z)dz.

2. Soit f un signal périodique de période T = 1, égal a f sur |0, 1[.

2.1. Donner la représentation graphique de f sur Uintervalle [—1,2].

2.2. Calculer f(07), f(07), f(17), f(17).

2.3. Déterminer Sy la série de Fourier de f. Préciser tous les types de convergence de S;.

2.4. Calculer les sommes suivantes :

S = _ S =
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Mathématique du Signal Déterministe 2003-2004

Corrigé de devoir N°3

a
&

FEzxercice 1 I

1. La figure suivante donne les représentations graphiques de fy , fi , fo et fs.

05} 05}
0 0
-0.5 -05
o 0.5 1 15 2 - 15 2 25 3

4.5 5
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2. 0n a:

oo k+1 k+2 9 kil
/ f(z)dx = / cos 2mx dx + / dx = [szﬁmv] + [z ]Zﬁ -1

k k+1 k

3. Pour z € 2k + 1,2k + 5] ona: gg(x)= / fi(t) fre1(x —t) dt avec

Ju(?) = cos 2t Qg gy 11(8) + Lppr 2 ()
fevi(x —t) =cos2m(x — ) Mpy1 kro(x — ) + Mo pyay(z — 1)
= €08 27 (2 — ¢) Vg (k2),0— (k1)) (1) + Do (r43),0- (k21 (£)
D’ou
fe(t) fepa(z —1t) = cos2mt cos 2m(x — t) g 17 (1) Lo (t2),2— 1)1 ()
+ €08 27t Mg g1 (1) Wig— (kt-3),0— (k2] ()

+ 08 27(x — t) Ta—(kt2)0— (1) () Tt 6421 (1) + it o+21 (1) Dz (e t-3) o— (+2)] (1)
On découpe l'intervalle [2k + 1,2k + 5] en quatre sous intervalles :
2k +1,2k+2], [2k+2,2k+ 3], [2k+ 3,2k +4] , [2k + 4,2k + 5]

d’ou on a le tableau suivant :
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=8
159
=
kel
~
~
g
g
2
o
=}
e
=1
[=d
i~
=1
1
2
=3
12l
S~
e
=]
o
=]
o
12l
S~
]
-2
=]
=
o
o
=]
N
©
(=%
o
=2
S~

x € 2k + 1,2k +2] | [2k + 2,2k + 3] [2k + 3,2k + 4] [2k + 4,2k + 5]
bk +1N[a((k+2),0 - (k+1)] | [kao—GE+1)] | [v—-(k+2),k+1] 0 ]
k,k+1]N[z— (k+3),z — (k+2)] 0 k,x—(k+2)] |[z—(k+3),k+1] 0

k+1Lk+2]N[z—(k+2),z— (k+1)] 0 k+1l,z—(k+1D] | [z— (k+2),k+2] 0
k+1L,k+2]N[x— (k+3),z— (k+2)] 0 0 k+1,2—(k+2)]| [z — (k+3),k+2]

c01/58

9)STUTULIRGY(T [eUSIS NP sonbryeurdyjey
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11 vient donc

x fe(t) frer1(z —1)

[2k + 1,2k + 2] | cos2mt cos 2m(x — ) Uiy, 5 (p41)) (2)

[2k 4+ 2,2k + 3] | cos 27t cos2m(x — t) ﬂ[zf(k+2),k+1}(t) + cos 27t ]l[k,xf(k+2)](t) +cos 2m(xz — t) ]1[k+1,:c7(k+1)](t)

[2k + 3,2k + 4] | cos2mt Nz (ry3) k41)(¢) + €08 2m(z — 1) Ny (ky2) k2] (8) + D1,z (kr2))(8)

[2k + 4,2k + 5] | Tz (k43)k42)(t)

d’ou

T k() = fr * fr1(@)

1 1
[2k + 1,2k + 2] yym sin 27z + §(x—2k— 1) cos2mx
m

3 1
[2k + 2,2k + 3] yy sin 27z + 5(2]64—3—1‘) cos 27
T

1
[2k + 3,2k + 4] - sin 27z 4 (z — 2k — 3)

2k +4,2k+5] | 2k+5 —=

1. La figure suivante donne les représentations graphiques de gy , g1 , g2 et gs.
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9yX)

Exercice 2 I
et — 1

. — > 2 —
1. On a: E_/_Oofo(x)dx— il

2.1. Pour la représentation graphique de f sur 'intervalle [—1,2], on a la figure suivante :
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600 -

500

400

300

200

100

fO)=e@ =1 f(0F)=e*(1-0 = ¢
fFA) =m0 =1 | f1t) =) =

2.3. Les coefficients complexes de Fourier de f sont définis par :

2imnx

17 ! .
Cn - / f($) e T dr = / 627r(1—a:) e—217ma: dr
T 0 0

e’m —1
2T

1
Ona: ag=cy = / 2" (1=2) g =
0

pour n # 0, 0on a :

Cp = /1 6277(1*55) 6*2’57!’77,:[ dr = 627r - e*?iwn . (627r — 1)(1 — ’L’n)
0

2n(1+in)  2m(1+n?)
On en déduit : \
T 1
Vn>1, an:cn—i-c_n:u
(1 4+ n?)
. n(e*™ —1)
\V/ > ]. bn == n —C_p) = ——F———
N\ ien = en) (1 +n?)

D’ot la série de Foufier de f :
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eem—1 e —1 [ cos2mnz

Sy(z) = N (Z i n sin 27rnx)

2 T n=1 1+n? =1 1+n?

ce qui pet s’écrire sous la forme :

—em 41 e —1 [ cos2mnr X nsin 27ma:>

Si(z) = + (Z + >

2 T =0 1+n%2 ;= 1+n?

On remarque que :
>, cos 2Nz 1
— <
|n§::1 1+n? ‘_z::ln? o

© n sin 2Tnx

et la srie > est une série alternée. On en déduit que Sy est convergente.

n=1 1 + n2
0 0F) e 41
2.4. Pour calculer la somme S; , on remarque que S(0) = 107) ; (0%) S ; . On
en déduit
© 1 1 me™+1 1 7
Si = =-+12 ==+ Zeoth
PSR B k- St Ll

1 1
Pour calculer la somme S, , on remarque que f est continue en ,donc S f(2) f(=)=¢€".

On en déduit

b
shm

_1+7r
2 e2r_1 2 2
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Devoir N°4

a
&

FEzxercice 1 I

b
1. Pour n € N et w € R, on définit I, par : I,,(w,a,b) = / " e T dx.

Déterminer 1’expression de Iy(w,a,b). Exprimer I,(w,a,b) en fonction I, ;(w,a,b). En
déduire I (w, a,b) et Ir(w,a,b).

p

1
5(3:-1—1)2 si —1<z<0
3 1
1 . o ——(x—2)? si0<z<1
2. on considere la fonction f définie par: f(z)=1¢ 4 2
1
5(3:—2)2 sil<z<2
[ 0 sinon

2.1. Déterminer F la transformée de Fourier de f.

2.2. Déterminer la densité spectrale d’énergie de f.

FEzxercice 2 I

Soit f(z) = e ?,
1. Déterminer F la transformée de Fourier de f.

2. Déterminer la densité spectrale d’énergie de f.

3. Pour A > 0 on pose : g)(z) :% (flx+A)+ flx —N)).

3.1. Déterminer G, la transformée de Fourier de g,.

3.2. Déterminer la densité spectrale d’énergie de g,.
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Mathématique du Signal Déterministe 2003-2004

Corrigé de devoir N°4

@
(E

FEzxercice 1 I

1. On a:
b —iwa —iwb
» e —e
Li(w,a,b)= | e ™ dr= ,
a Tw

b
Pourn > 1l,ona: Ij(w,a,b) = / " e "* dx. Effectuons I'intéfration par parties suivante
a

I na™ ldr = du
. <~ e*iww
e “dr =dv =y
—W
On obtient donc :
a™ e—iwa —pn e—z’wb n
I,(w,a,b) = o + o n-1(w, a,b)

On en déduit :

a e—z’wa _ be—iwb e—iwa _ e—iwb

2 fiwa_b2 —iwb 2(b —iwb __ —iwa 2 —twb __ ,—iwa
Ig(w,a,b)za e - e (be : ae W) (e e W)
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2. 0n a:

FOW = [ faermds

0 2 1
1 ; 1 ;
— / ((L‘ + ) e—2mum dx +/ (—332 + o+ _> e—217rum dz
2 0 2

Ji

2 2
+/ (.’L‘ B 2) e—2i7ruz dr

J2

Dans Ji, en effectuant le changement de variable ¢ = x + 1, on obtient :

e2imv 1 ) e2imv
Jy = / tPe ™ dt = —— I(27v,0,1)
2/, 2

Dans J,, en effectuant le changement de variable ¢t = 2 — x, on obtient :

—4diTv —4diTy

€ Lo €
Jo = / 2 e? ™t dt = Iy(—27v,0,1)
2 Ju 2

D’autre part, on a :

! 1 : 1
/ (—x2 +x+ 5) e 2™ dy = —I,(27,0,1) + I, (27v,0,1) + 5 Iy(27v,0,1)
0

11 vient donc :

e B — 3 4 2™ — etV . 21 (sin 37y — 3 sin7v)

FHW) = (2imv)3 7€ (2imv)3

sin 36 — 3 sin f)
(20)°

eif —e=¥\% 9;
En tenant compte de : sin®6 = ( 2 ) = (
i

iz

~ 3
on obtient :  F(f)(v) = e ™ (sm 7r1/>
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FEzxercice 2 I

1. On a:

[e's)
:/ e—2z7r1/:c—|—;c dﬂ?+/ e—2z7r1/;c—:c d.T
—0o0 0

1 1 2

1 — 2imv + 14+ 2imv 1+ 47212

f(f)(l/) = /oo f(.T) 6*21;7TI/$C dr = /_00 672121“/:57\.%\ dx
0

4

2.0na:| | F(f)v) |2:m

3. Notons ¢1(z) = f(z + A) et go(z) = f(x — A). On a donc gx(z) = g91(z) +92($).

2
3.1.Ona: F(g1)(v) = / flz+ N e 2™ dy
En effectuant le changement de variable ¢ = x + A, on obtient :
00 i) . 2 €2i7ru)\
Fa)®) = [ fOe0N do =@ F (o) = =
De méme, on a : F(go)(v) = / flz —N\) e 2™ dyg
En effectuant le changement de variable t = z — A, on obtient :
oo it i 92 6—21'7”/)\
F@)0) = [ 10 e de e 7o) = s
L 2 cos2mv
On en déduit :  F(g)(v) = T dnt

4 cos? 2v )\
. 2_ = YUP AnmA
32. Ona: | F@W) = gy
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Mathématique du Signal Déterministe 2003-2004

Devoir N°5

a
&

Soient f et g deux fonctions réelles admettant les transformées de Laplace F' et G.
Pour t > 0 et A > 0, on pose : ky(t) = f(t) e et sx(t) = g(t) e .
1. Exprimer K et S) les transformées de Laplace de k) et s, en fonction de F' et G.

2. Pour a € R et w > 0 on pose :
ha,(t) = cos(at) e Tooof(t) 5 2aw(t) =sin(at) e vt T o (2)
et on admet que h,, et z,, ont pour transformées de Laplace :

pt+w a

-Ew@):LMWJ@%:EﬁWEIZﬁ ,Z@ﬂﬂ=L@MJ@%=;Q7;:;p

Pour ¢ > 0, on considere le systeme d’équations différentielles suivant :

2'(t) = —z(t) —y(t) + f(t)e *

y'(t) =2(t) —y(t) +g(t)e
avec les conditions initiales z(0) =1 et y(0) = 0.

2.1. En utilisant la transformée de Laplace résoudre le systeme

2.2. Application. on donne f(t) = costlp () et g(t) = sint Ty ()
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Mathématique du Signal Déterministe 2003-2004
Corrigé de devoir N°5
E 2)
1. On a - -
= —pt g1 —(A+p)td _ A
K0 = [ hOera= [T ioet i o)
De méme :

Sx(p) = /0 s(t) e dt = /0 g(t)e”OFPrdt = G(A+p)

2. Notons : X et Y les transformées de Laplace de z et y.
2.1. En prenant la transformée de Laplace du systéme , on obtient :

—X(p) =Y(p) + Ki(p)
pY(P)—y(0) = X(p) = Y(p) + Si(p)

—
=
=
3

|
B
=

Il

(P)=X(p)+Gl+1)
_ 1 Y Flp+l
T p+1l op+1 pH+1
ng:X@) Glp+1)

p+1 p+1

En emportant la deuxiem équation dans la premiere on obtient :

P+1)X(P)=1-Y(p)+F(p+1)
( Y

. p+l Gp+1) p+1
XGU_1+@+U2_1+@+U2 1+@+1VF@+D
Yw%,wm G(p+1)

p+1 p+1
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__p+l G+l p+1
X(P)_1+(p+1)2 1+ (p+1)? 1+@+1VF@+D

B 1 p+1 F(p+1)
YU”_1+%p+U2 1+(p+1)2G(erl)+r+—(_197f_1)_2

x(t) = hl,l (t) — 21’1 * S1 (t) + hl,l % kl(t)
On en déduit :
y(t) = z11(t) + heg * s1(t) + 211 * k1 (1)

z(t) = coste™ — 211 x s1(t) + b1 * ki(t)

y(t) =sinte ™ + hig * s1(t) + 211 * ki (1)
)

t
zigxsi(t) =€’ / sinz g(t — ) dz
0

¢

higxki(t) =e / cosz f(t —x)dx

avec 4 Ot

hig*si(t)=e™ / cosz g(t — x)dx
0

t
210 x ki(t) = e / sinz f(t — ) dx
0

\
2.2. Application

211 % 81(t) = = (—t cost +sint) e’

TN o

hii % ki(t) = = (t cost +sint) e

1
hy1#*s1(t) = _Et sinte!

1
z11 x ki (1) = §t sinte”!
Soit finalement :

z(t) = (1+1t) coste™

y(t) =sinte™*
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Mathématique du Signal Déterministe 2003-2004
: O
Devoir N~6
Ezxercice 1 I
B+z)2 si —3<z< -0
(3—0)? si —0<z<¥
On considere la fonction fy définie par :  fy(z) =
B—x2)? si §<2<3
0 sinon

ou <@ <3.

1. Déterminer [fo]', [fo]” et [fo]" .

2. Déterminer la transformée de Fourier de fy.

3. Soit f une fonction périodique de période T = 6, égale a fy sur [—3,3]. Déterminer le
développement en série de Fourier de f.

FEzxercice 2 I

Pour n > 1, on consideére le signal f,, défini par : f,(z) =

2;2717;) To1)(2).
1. Etudier la convergence ponctuelle de f,.

2. Etudier la convergence au sens des distributions de [fn]-

3. On pose : g,(z) = fo(z —n) et hy = fr, * gn.

3.1. Déterminer ’expression de h,,.
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Mathématique du Signal Déterministe 2003-2004
Corrigé de devoir N°6
E 2)

FEzxercice 1 I

On remarque que fy est continue, donc [fo]' = [f}] avec

2(3+x) si —3<zx< -0
folz) =q —23-1)
0

sifl<x<3
sinon

On a: [fo]" = [fo] + Afo(=0) 60y + Afo(0) dggy; o1,

Afo(=0) = =2(3 — 0) et Afg(0) = -2(3-90)

[fo]" = [f(l)'] —_ 2(3 — 9) 5{_9} — 2(3 — 9) 5{9} avec
2 st —3<zx<—0
fol@)=< 2 sif<z<3
0  sinon
On a

ol = L] = 2(3 = 0) 8y — 23— 0) &, + AFI(—3) 63,
+A S5 (=0) 610y + Afo () 610y + A S5 (3) O3
or, (I)”(‘r) =0 ’ Afél(_3) =2 ) Af(l)l(_e) = -2 ’ Af(;l(a) =2et Afé’(?,) = -2

[fO]m = —2(3 - 9) i_e} - 2(3 N 9) 5%0} + 2 5{_3} -2 6{_9} +2 5{9} -2 5{3}

On a : F([fo]") (v) = (2imv)> F([fo]) (v) avec

F([fo]")(v) = =2(3 — 0) (4imv) cos 2mvh + 4i sin 6mv — 4i sin 2700
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On en déduit :

F(lfoh) () =

1
G0y (87w (3 — ) cos2mvh — 4 sin 67 + 4 sin 27v0)
v

1
Les coefficient complexes de Fourier de f sont donnés par : Vk € Z, ¢, = e F(fo]) (%)

Donc, pour k € Z* on a :
_ 18 30 cos ko + sin @
“= m |3 3 3

1 /3 203 — 962 + 27
cozaozé/ fo(z)dz = 5
-3

D’autre part, on a :

FEzxercice 2 I

2 7
1. Ona: Vz, f!(z)= ST > 0 ; d’autre part : f,(0) = 1—271_’_1 et fn(1) = H_i?n—i—l’
on en déduit :
1-— < <1
ve, 2n+1—f”(x)— o1

Donc fn(x)rzof(x) avec f(z) =Lo,1)()-

2. Pour étudier la convergence au sens des distributions de [f,], étudions la convergence
au sens de L?([0,1] de f, ce qui entrainera la convergence au sens des distributions de [f,].

On a:
150518 = [ (o) < saae = [ (M—l)%

2n+1

1 ! 1
S O YR | p——
(2n+1)2/0($ Ve =gy

Donc : lim || f, — f |[2=0 , on en déduit: f, LN f et donc [f,] N [f]-
n—o0 n—o0 n—o0

2(x —n+n) 2x

3. Ona: gu(z) = fulz —n) = o+ 1 Tio,1y(z — n) = Ml

I, 417(z). Donc pour
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tout z € [n,n+2], on a :

o () :/_Oo £z — 1) gu(t) dt

© (g —t+n) ot
= —1 —t) —— 1y, py11(2) di
/_oo 1 @ =1 5T T ()
4 inf{n+1,x}
= t(x—t+n)dt
(2n + 1)2 /sup{n,zc—l} )

2(z — n) (2% + n? + 4nx)

sin<z<n+1

3(2n+1)2
) 2n+2—2) (22 +n2+4 2% — 9n — 2
(n+ x) (z* +n* + dnx + 2z n ) Sntl<z<ndt?
3(2n +1)?

CNAM http://www.cnam.fr/maths/Membres/ghorbanzadeh/




