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Rappels

Exercice 1 Calculer la dérivée des fonctions suivantes :���������
	 �
� ������ �
� ����� � � �����
	���� � �
� ������� � �����
	�� ��������� � � � �"!#�����
	 �%$'&�(�� �&�()� � � �+* & ��#,#�����
	�� � ��� � �
�.-�/ � �#0"�����
	 � �1-32 /�
� �
Exercice 2 Les fonctions suivantes sont-elles paires ou impaires ?�����4���
	 ��� $5�� ! $5� � � �4���
	 �6$87 � 7� � �4���
	 - / $9- 2 /: �;!3�4���
	 - / �.- 2 /:�#,#�4���
	 &�(�� �� �"0#�4���
	 ��* & ��<$ � ��3="�4���
	 -32�> / > �"?#�4���
	 7 � 7@-32 /�A�#B#�4���
	 ��� � �C� �����- / $D- 2 / �E�GF#�4���
	 &H(�� �- � / �.- 2 /

http://vesta.cnam.fr/˜ghorbanzadeh



CNAM  --  CNAM  --  CNAM  --  CNAM  --  CNAM  --  CNAM  --  CNAM  --  CNAM  --  CNAM  --  CNAM  --  CNAM  --  CNAM  --  CNAM  --  CNAM  --  CNAM  --  CNAM  --  
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Exercice 3 Pour I 	 �EJ : J KLJNM , déterminer la plus petite période O de
�3P

et puis

calculer
�"PQ�4� � O : �

et
�"P@��� $ O : �

:�E���4���
	 �+* & � : ���� � �4���
	 &H(�� � � ��* & �� � �4���
	 �)� � �
� �+* & � ����;!3�4���
	 �+* & � �)� � �
�9&�(�� � ���
Exercice 4 Calculer les intégrales suivantes :R �
	TS �2 � � �<$87 � 7 �VU�� R � 	WS.X2 X 7Q&�()� � 7 U��R � 	 S X2 X ��* & � 7 � 7 �VUE� R !6	 S � XF 7 ��* & : � 7 UE�R ,Y	 S ,2 ! - 2�> / 2 � > UE� R 0Y	 S �2 � 7 � ���Z7 UE�
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Exercice 5 En utilisant le changement de variable indiqué, calculer les intégrales
suivantes : R �
	 S �F ��[� � � UE� �G\]	 �C� �����R � 	 S XF �+* & ��
�1&H(�� � � U�� �G\]	 &�()� ���

R � 	 S �F UE�^ �_� �%$ ��� �G\]	a` ���
R !6	 ScbF � �� �
� ��� ! UE� �G\]	 ��C� � �R ,Y	 ScbF UE�� �
� � � � ! �4�d	 � � � \��R 0Y	 S bF � �� �
� � � �Q� UE� �4�d	 � � � \��R =[	 ScbF U��` �_� �
� ��� �G\]	 ` ���R ?Y	 Scb2 b U��- / �.- 2 / �G\]	 -32 / �R BY	 S F2 b - / U���
�1- / �G\]	 - / �
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Exercice 6 En effectuant l’intégration par parties indiquée calculer les intégrales
suivantes :R �e	 S �f ��� �gUE� �G\d	 ��� � J U�h_	iUE���

R � 	 S !f � ��� ��UE� �G\d	 ��� � J U�h_	5�gUE���R � 	 ScbF � - 2 / UE� �G\d	�� J Ujh_	 -32 / UE���R !Y	 S XF � &�()� �gUE� �G\d	�� J Ujh_	 &�()� �gUE���R ,[	 S XF � ��* & � : ���VUE� �G\d	�� J Ujh_	 ��* & � : ���VUE���R 0[	 S bF - 2 / ��� � �C�.- 2 / �VUE� �G\d	 ��� � �
�.- 2 / � J Ujh�	 - 2 / UE���R =
	 S bF - 2 / �+* & ��U�� �G\d	 ��* & � J U�h_	 -32 / UE���R ?[	 S bF - 2 /k&H(�� ��UE� �G\d	 &�()� � J U�h_	 -32 / U����
Exercice 7 Pour I 	 �EJml�lml�JNM décomposer en éléments simples les fractions ra-

tionnelles n P
puis calculer les intégrales

R Po	 SpbF n P@�����VUE�
n �������
	 �� � $1q � �1r n � �����C	 ��4� �i� �+�4� � �i� �n � �����
	 ��4� � �i� ���4� � �cs � ��� : � n !3�����C	 ����4� �i� � � � �
� � � �
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Exercice 8 (Fonction indicatrice)

Pour tout intervalle t on définit la fonction indicatrice de t par :

l1 u �4���e	�v � &�( �xw ty &�(�� * �
Montrer que l’on a : l1 u �4���

l1 z �4���
	
l1 uV{#z �4���

Exercice 9| si
�}�4���
	 ~�P����3� PQ�4��� l1 uZ� �4��� , on a :SV� �}�4���VUE�d	 ~� P���� S uL��{ � � PQ�4���VUE�

Pour I 	 �EJml�lml�JNM on définit les fonctions
�#P

par :�E�+�4���
	 ���� � &�( y�� � � �- 2 / &�( ��� � � � �����
	 ���� �<$ � &H(T$5� � � � �&H(��Y� � &H(_� � � �i:
� � �4���
	 ��� �� ��* & : � &�( y�� � � ���* & ��[�9&�()� � &�(g� � � ��: � �"!#�����
	 ��� �� M�
� � � &H( � � �� �[� ��� -32 ��� / 2 ��� &H( �x� �

Pour
�iwi�

, calculer les fonctions n P
définies par : n PQ�4����	 S /2 b �"P@���H�VU��

. En

déduire n��P �4���
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Exercice 10 Calculer les limites suivantes :�)(��/�� F �<$ ��* & �� � ��()�/�� F �)� � �[� �����)(��/�� F �<$D- 2 / A� ��()�/�� F �<$D- 2 /���()�/�� b �- / �.- 2 / ��()�/�� 2 b �- / �1- 2 /��()�/�� b ��
�.- 2 / ��()�/�� F �)� � �[� ���&H(�� ���()�/�� b - 2 /�
� � � ��(��/��_�� � $ X !&�()� � $ �+* & �

Réponses�: J��
J y J �
J y J y J �
J �CJ y J ` ::
Exercice 11 Résoudre les équations différentielles suivantes :¡ �£¢ � �4�H� � : ¢¤���H�¥	 y �G¢o� y �}	 � �¦ � : ¢ � ���H� $ ¢¤���H�e	 � �G¢o� y �¥	 : �§ � q ¢ � ���H� $1q ¢¤���H�e	�� �4¢¤� y �¥	 y �¨ �£¢ � �4�H� � : ¢o�4�H�}	 ��* & � �G¢o� y �}	 sE©Eq �ª �£¢ � � �4�H� �.q ¢ � ���H� $9r ¢¤���H�e	 � �G¢o� y �}	 : J ¢ � � y �
	 � �« �£¢ � � �4�H� � ¢ � �4�H� $9r ¢¤���H�e	 - 2j¬ �4¢¤� y �e	 �
J ¢ � � y �e	 $­� �® �£¢ � � �4�H� � : ¢ � ���H� � ¢o�4�H�e	 - 2j¬ �G¢o� y �¥	 $­�
J ¢ � � y �
	 K �¯ �£¢ � � �4�H� �9M ¢ � ���H� �1M ¢o�4�H�e	 ��* & � -32 � ¬ �G¢o� y �¥	 : J ¢ � � y �e	 � �° �£¢ � � �4�H� � ¢¤���H�e	 : - 2j¬ �G¢o� y �}	 y J ¢ � � y �
	 K �¡j± �£¢ � � �4�H� � ¢ � �4�H�
	 M ��* & � �G¢o� y �¥	 �
J ¢ � � y �e	 � �

http://vesta.cnam.fr/˜ghorbanzadeh



CNAM  --  CNAM  --  CNAM  --  CNAM  --  CNAM  --  CNAM  --  CNAM  --  CNAM  --  CNAM  --  CNAM  --  CNAM  --  CNAM  --  CNAM  --  CNAM  --  CNAM  --  CNAM  --  
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Réponses¡ �£¢o�4�H�e	 - 2 � ¬ ¦ �£¢¤���H�e	 �
�.-�²A§ �£¢o�4�H�e	 - ¬ $ � $5�q ¨ �£¢¤���H�e	 : ��* & � �1&H(�� �: �.- 2 � ¬ª �£¢o�4�H�e	�-32 0 ¬�$5�r � : -�¬ « �£¢¤���H�e	 s� y -32 � ¬³� s�"q - � ¬�$ �r -32j¬® �£¢o�4�H�e	 � � �1M � $ :: -32j¬ ¯ �£¢¤���H�e	´� q � �1K�$ �+* & �H� -32 � ¬° �£¢o�4�H�e	 M
&H(�� � $ ��* & � �.- 2j¬ ¡j± �£¢o�4�H�e	 : � : &�()� � $ : ��* & � �1- 2j¬
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Espace Vectoriel µ·¶
Exercice 1 Les fonctions suivantes appartiennent-elles à ¸ �#� R �

(préciser l’intervalle� R �
?

���+�����C	 -32�> / > � � �4���
	 ��
� � �� � �����C	 -32 /�A �;!3�4���
	 7 � 7@-32�> / >�#,"�����C	 �` ��� �C� ��� l1 ¹ F�º bg» �4���¼�"0#�4���
	 �` � ` �%$ � l1 ¹ F�º½� » ������3=;�����C	 �� �C� ��� � l1 ¹ F�º bg» �4��� �"?#�4���
	 �� �[� � � � � l1 ¹ F�º bg» �4���
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Exercice 2 Étudier la convergence ponctuelle des suites de fonctions suivantes :
( ¾ wÀ¿6Á

)� �d� ~ �����
	�� ~ l1 » F�º½� ¹ �4��� : �d� ~ �4���
	i� - 2 ~ / l1 ¹ F�º bg» �4���K �d� ~ �����
	 ¾ ��
� ¾ 7 � 7 M �d� ~ �4���
	 ¾ � � l1 » F�ºÃÂÄ ¹ �4���q �d� ~ �����
	´� �<$ ¾ 7 � 7 � l1 » 2 ÂÄ ºÃÂÄ ¹ �4��� r �d� ~ �4���
	 ¾ � -32 ~ / l1 ¹ F�º bÅ» �4���s �d� ~ �����
	 ¾ &�(�� � /~ � Æ��d� ~ �4���
	 �¾ -32 /�AÇ �d� ~ �����
	 ¾ ��* & � X ~ /� �
l1 » 2 ÂÄ ºÃÂÄ ¹ ����� � y �d� ~ �4���
	i��� ~ ��� � l1 » F�º½� ¹ �����

Exercice 3 Étudier la convergence au sens de ¸ �
des suites de fonctions suivantes

: ( ¾ w�¿ Á
)

� �d� ~ �4���
	i� ~ l1 » F�º½� ¹ ����� : �d� ~ �����C	È� �<$ 7 � 7¾ �
l1 » 2 �Éº½� ¹ �����K �d� ~ �4���
	 ¾ ��[� ¾ � � � l1 ¹ F�º bg» ����� M �d� ~ �����C	5��� -32 ~ / l1¹ F�º bg» �����q �d� ~ �4���
	i��Ê - 2 ~ / l1 » F�º bÅ» �4���
��ËD� y � r �d� ~ �����C	 ¾ � - 2 ~ / l1 ¹ F�º bg» �����s �d� ~ �4���
	 ¾ Êe� - 2 ~ / l1 ¹ F�º bÅ» �4���C��ËD� y � Æ��d� ~ �����C	 �¾ - 2 ~ A / AÇ �d� ~ �4���
	 ¾ 2 Ê - 2 ~ / A ��ËÌ� y � � y �£� ~ �4���
	 �¾ ��* & � ¾ � ��� l1 » 2 �Éº½� ¹ �����
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Projection et famille dans ÍkÎ
(famille orthogonale)| On dit que la famille Ï � - P4�ÉPÑÐ forme une famille orthogonale de ¸ �#�4�g�

si :� - P J - Ò �Ó	 Scb2 b - P@�4��� - Ò �����VU��d	 y·Ô I%Õ	cÖ
Toute approximation d’une fonction

�
par la famille orthogonale

� - PG�ÉP s’écrit :×�¥�4���
	 � PTØ P - PQ����� avec Ø Po	 � � J - P��Ó	 S b2 b �¥�4��� - PÉ�4���VUE� .| erreur de l’approximation : - � ×�¤�
	ÚÙ+� $ ×�
ÙÛ�� 	 � � $ ×� J � $ ×���
(famille orthonormée)| On dit que la famille Ï � - P4�ÉPÑÐ forme une famille orthonormée de ¸ �#�4�g�

si :���� ��� Ù - P�Ù �� 	 � - P J - P���	 Scb2 b - �P �����VUE�Ü	 � Ô I� - P J - Ò �Ó	WS b2 b - PQ����� - Ò �����VU��]	 y·Ô IÓÕ	.Ö
Toute approximation d’une fonction

�
par la famille orthonormée

� - PG�ÉP s’écrit :×�¥�4���
	 � P Ø P - PQ����� avec Ø Po	 � � J - P��Ó	 S b2 b �¥�4��� - PÉ�4���VUE� .| erreur de l’approximation : - � ×�¤�
	ÚÙ+� $ ×�
ÙÛ�� 	 � � $ ×� J � $ ×���
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Exercice 1 Pour ¾ 	 y Jm�EJ : , on considère les polynômes Ý ~ �4��� de degré ¾ dont
le coefficient du terme de plus haut degré est égal à � .
1. Déterminer les polynômes Ý ~ �4��� de sorte qu’ils forment une famille orthonormée
de ¸ �#� $­�EJ�� � .
2. Soit

�¥�����k	 - / l1 » 2 �Éº½� ¹ �4��� . Déterminer la meilleure approximation au sens de
l’énergie de

�
par cette famille.

Exercice 2 On considère les polynômes :Þ �+�4���
	 ` : - 2 /£J Þ � �����
	 $ÓMC- 2 /#�År
- 2 � /ßJ Þ � �4���
	 K ` re- 2 /�$à� : ` rC- 2 � /"�_� y ` re- 2 � /
1. Montrer que Ï Þ � J Þ � J Þ � Ð forment une famille orthonormée de ¸ �;� y JÛá �

.
2. Soit

�¥�����6	 -32 ! / l1 » F�º bÅ» �4��� . Déterminer la
×�

meilleure approximation au sens
de l’énergie de

�
par cette famille.

3. Déterminer
Ù ×�
ÙÛ�� , en déduire - � ×�o�e	âÙ+� $ ×�CÙÛ�� .

Exercice 3 Pour ã wx¿<Á
et O � y

, on considère la familleä �` O J¥å :O ��* &�æ : � ã �O ç J}å :O &�(��Àæ : � ã �O çßè
Montrer que cette famille de fonctions forment une famille orthonormée de ¸ � � y J O �

.

Exercice 4 Pour é � y
, on considère les fonctions :¸ P@�����
	 �` é l1 » 2 PQê�º 2 � P 2 ���Nê ¹ ����� J%ë P@�����C	 �` é l1 » � P 2 ���Nê�º�P@ê ¹ �4��� Ô I � �

1. Montrer que la famille Ï � ¸ PG�QP)ì³� J � ë P4�ÉP�ì³�ÛÐ
forme une famille orthonormée de¸ �#�4���

.

2. Soit
�¥�4���e	 �: -32�> / > . Déterminer

×�¥�4���
	 b� P���� � Ø P ¸ PQ�4��� �.í P ë PQ�4�����
avec Ø Po	 �� J ¸ Pî�

et í P¤	 � � J ë P��
.

3. Déterminer
Ù ×�CÙÛ�� , en déduire - � ×�¤�
	ïÙ+� $ ×�
ÙÛ�� . Peut-on trouver é F de sorte que- � ×�¤�e	 y

?
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Exercice 5 Soit
�3F#�����
	 ���������� ���������

: $ ��mK &�(¼$ :_� � � $à�K�;K &�(¼$5� � � � �: � ��;K &�(W� � � �i:
et pour I � � , ë PQ�4���
	W�"F#�4� $DM I � et ¸ P@�4���
	T�#F#�4� �.M I � .
1. Montrer que la famille Ï �3F J � ¸ P4�ÉP�ì³� J � ë P��QP�ì³� Ð

forme une famille orthogonale
de ¸ �#���g�

.

2. Soit
�¥�4���g	 �: - 2�> / > . Déterminer

×�}�4���
	 Ø F � b� P���� � Ø P ¸ P@����� �.í P ë PQ�������
avecØ F[	 � � J �"FÓ�

, Ø Po	 � � J ¸ Pî�
et í Po	 � � J ë P��

.

3. Déterminer
Ù ×�
ÙÛ�� , en déduire - � ×�o�e	âÙ+� $ ×�CÙÛ�� .

On admet les résultats suivants :b�ð ���òñ ð 	 ñ�%$ ñ Ô 7 ñ 7 � �SpbF � ð - 2ôó / UE�Ü	 ã�õØ ðNö � Ô Ø � y J Ô ã wÀ¿
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Séries de Fourier

Exercice 1 Pour chacune des fonctions suivantes :
a) déterminer ÷ ø la série de Fourier de

�
.

b) étudier la convergence de ÷ ø vers
�

.
c) pour Ý donné, on désigne par ùôú l’harmonique d’ordre Ý tel que :ùEú �4���
	 Ø ú ��* & æ : � Ý �O ç �1í ú &�(�� æ : � Ý �O ç
on désigne par : û ú 	 ù F � ù � �ilml�l#� ùEú la somme des Ý �T� harmoniques et on
désigne par üCú l’énergie de û ú définie par :ü
ú 	 O Ø �F � O : ú� ~ ��� � Ø �~ �.í �~ �
Combien d’harmoniques faut-il sommer pour que l’on ait une énergie au moins
égale à

Ç qEý de ü ?

1)
�¥�4���e	�� �

pour
�Àw9þ y J :#ÿ , de période O 	 :

2)
�¥�4���e	 7 � 7 pour

�Àw9þ y J K ÿ , de période O 	 K
3)

�¥�4���e	 7Q&�(�� � 7 pour
�xw9þ y J : � ÿ , de période O 	 : �

4)
�¥�4���e	 -m/ pour

�xw1þ y J : � ÿ , de période O 	 : �
5)

�¥�4���e	 ���� � &H( $ :�� � �py�<$ � &H( y_� � �p: de période O 	 M
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14/33 Mathématiques du Signal Déterministe

6)
�¥�4���e	 ������ �����

: � � &H( $ :�� � � $à�� &H( $5� � � � �: $ � &H(8� � � �p: de période O 	 M
7)

�¥�4���e	 ���� �
� � &H(¼$5� � � �5y� &H( y�� � � � de période O 	 :
8)

�¥�4���e	 ���� &�()�<� � &�(¼$5� � � �py�<$ ��* &V� � &�( y�� � � � de période O 	 :
9)

�¥�4���e	 ���������� ���������
: &H( y_� � � ��
� � &H(8� � � �i:qg$ � &H( :�� � � K: &H(5K � � � M

de période O 	 M

10)
�¥�����C	 ���������� ���������

: &H( y_� � � �KÅ$ � &H(8� � � �T:� $p� &H( :�� � � K: &H(5K � � � M
de période O 	 M

11)
�¥�����C	 ������ �����

� &�( y_� � � �$­� &�(T� � � ��:� &�( :�� � � K de période O 	 K

http://vesta.cnam.fr/˜ghorbanzadeh



CNAM  --  CNAM  --  CNAM  --  CNAM  --  CNAM  --  CNAM  --  CNAM  --  CNAM  --  CNAM  --  CNAM  --  CNAM  --  CNAM  --  CNAM  --  CNAM  --  CNAM  --  CNAM  --  
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Exercice 2 Soit
�

un signal périodique, de période O , défini par :�¥�����e	i��� O $ ���
sur

þ y J O ÿ
.

2.1. Déterminer les expressions de
�¥��� � O �

et de
�¥��� $ O �

.
2.2. Calculer �)(��/�� F �¥�����

et �)(��/���� �}�4���
.
�

est-elle continue?

2.3. Déterminer ÷ ø la série de Fourier de
�

.
2.4. Étudier la convergence de ÷ ø vers

�
.

2.5. Vérifier la formule de Parseval.
2.6. Déterminer l’expression de

� � . En déduire les expressions de
� � ��� � O �

et de� � �4� $ O �
.

2.7. Calculer ��(��/���� � � ����� et �)(��/�� � A � � ����� .
� � est-elle continue?

2.8. Déterminer ÷ ø�� la série de Fourier de
� � .

2.9. Étudier la convergence de ÷ ø � vers
� � .

Exercice 3 Soit
�

un signal périodique, de période O , défini par :�¥�����e	i���4� $ � � � � O $ ���
sur

þ y J O ÿ
.

3.1. Déterminer les expressions de
�¥��� � O �

et de
�¥��� $ O �

.
3.2. Calculer �)(��/�� F �¥�����

et �)(��/���� �}�4���
.
�

est-elle continue?

3.3. Déterminer ÷ ø la série de Fourier de
�

.
3.4. Étudier la convergence de ÷ ø vers

�
.

3.5. Vérifier la formule de Parseval.
3.6. Déterminer l’expression de

� � . En déduire les expressions de
� � ��� � O �

et de� � �4� $ O �
.
� � est-elle continue?

3.7. Déterminer ÷ ø�� la série de Fourier de
� � .

3.8. Étudier la convergence de ÷ ø � vers
� � .

3.9. Déterminer l’expression de
� � � . En déduire les expressions de

� � � �4� � O �
et

de
� � � ��� $ O �

.
� � � est-elle continue?

3.10. Déterminer ÷ ø � � la série de Fourier de
� � � .

3.11. Étudier la convergence de ÷ ø � � vers
� � � .
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Exercice 4 Soit
�

et � deux signaux périodiques, de période O 	 : � , définis par
:
�¥�����
	 &���� � y J �+* & ��� sur

þ y J O ÿ
et � �4���
	 &��	� � y JN&�()� ���

sur
þ y J O ÿ

.
Déterminer ÷¤ø la série de Fourier de

�
. En déduire ÷�
 la série de Fourier de � .

On admet les résultats suivants :S � �+* & Ø �gUE�d	 ��* & Ø � � Ø � &�()� Ø �Ø �S � &H(�� Ø �gUE�d	 &�()� Ø � $ Ø � ��* & Ø �Ø �S �î� í[$ ��� &�()� Ø ��UE�Ü	 Ø � í[$ : ��� &�()� Ø � � � Ø � � � $9í Ø � � $ : � �+* & Ø �Ø �S �î� í[$ ��� ��* & Ø ��UE�Ü	 Ø � í
$ : ��� ��* & Ø � � � Ø � í � $ Ø � � � : � &H(�� Ø �Ø �

http://vesta.cnam.fr/˜ghorbanzadeh



CNAM  --  CNAM  --  CNAM  --  CNAM  --  CNAM  --  CNAM  --  CNAM  --  CNAM  --  CNAM  --  CNAM  --  CNAM  --  CNAM  --  CNAM  --  CNAM  --  CNAM  --  CNAM  --  

Mathématiques du Signal Déterministe 17/33

Produit de convolution

Déterminer
�
� � si :�¥�����
	 &�()� � � �4���e	

l1 » 2 X º X ¹ �4����¥�����
	 ��* & � l1 » 2 X º X ¹ �4��� � �4���e	 &�(�� � l1 » 2 X º X ¹ ������¥�����
	 ��* & � l1 » 2 X º X ¹ �4��� � �4���e	 ��* & � l1 » 2 X º X ¹ ������¥�����
	 - 2�� / l1 ¹ F�º b ¹ �����À���À� y � � �4���e	 - 2�� / l1 ¹ F�º b ¹ �4��� ��� � y ��¥�����
	 &�()� � l1 » F�º � X ¹ ����� � �4���e	 &�(�� � l1 » F�º � X ¹ �4����¥�����
	 &�()� � l1 » F�º � X ¹ ����� � �4���e	��
l1 » F�º � X ¹ �4����¥�����
	 7"&H(�� � 7 l1 » F�º � X ¹ �4��� � �4���e	��
l1 » F�º � X ¹ �4����¥�����
	 7 �+* & � 7 l1 » 2 X º X ¹ ����� � �4���e	��
l1 » F�º � X ¹ �4����¥�����
	 -32�� / l1 ¹ F�º b ¹ �����À���À� y � � �4���e	��
l1 ¹ F�º½� ¹ ������¥�����
	 -32�� / l1 ¹ F�º b ¹ �����À���À� y � � �4���e	 ��* & � l1 ¹ 2 X º X ¹ ������¥�����
	 -32�� / l1 ¹ F�º b ¹ �����À���À� y � � �4���e	 &�(�� � l1 ¹ 2 X º X ¹ ������¥�����
	

l1 » F�º½� ¹ �4��� � �4���e	
l1 » F�º½� ¹ �4����¥�����
	

l1 » F�º½� ¹ �4��� � �4���e	
l1 » 2 �Éº½� ¹ �4����¥�����
	

l1 » F�º½� ¹ �4��� � �4���e	 &�(�� � l1 » 2 X º X ¹ ������¥�����
	 - 2 / A � �4���e	 - 2�> / >�¥�����
	 - 2 /�A � �4���e	 - 2 /�A�¥�����
	 - 2�> / > � �4���e	 - 2�> / >
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�}�4���e	 - 2�> / > � �4���e	 &�(�� � l1 » F�º � X ¹ �4����}�4���e	 - 2�> / > � �4���e	 ��* & � l1 » F�º � X ¹ �4����}�4���e	 ��
� � � � �4���e	 ��[� � ��}�4���e	 �+* & � l1 » 2 X º X ¹ �4��� � �4���e	
l1 » F�º X ¹ �4���
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Transformée de Fourier

Exercice 1 Déterminer la transformée de Fourier des fonctions suivantes:¡ ���¥�����
	
l1 » ó º � ¹ �4��� ¦ ���¥�����C	��

l1 » ó º � ¹ �����§ ���¥�����
	 &�()� � : � ��� l1 » 2 �Éº½� ¹ ����� ¨ ���¥�����C	 ��* & � : � ��� l1 » 2 �Éº½� ¹ �4���ª ���¥�����
	 -32�> / > « ���¥�����C	
l1 » 2 �Éº½� ¹ �4��� � �

l1 » �Éº � ¹ �4���® ���¥�����
	 - 2 / l1¹ F�º bg» ����� ¯ ���¥�����C	 &�(�� � : � ��� - 2 � X / l1 ¹ F�º bg» �����
Exercice 2 Soit

�
une fonction réelle admettant la transformée de Fourier � ���¤�

.
2.1. Pour é wÀ�

et � � y
, on définit les fonctions � ê , ù	� et � ê�º � par :� ê"�����
	W�¥��� $ é � J ù�� �4���
	T��� ���� J � ê�º � �����C	T� æ � $ é� ç

Exprimer les transformées de Fourier de � ê , ù�� et � ê�º � en fonction de � �Ñ�¤�
.

2.2. Déterminer la transformée de Fourier de ù ó �����
	 -32�> / 2ôó�> ( Ø w �
).

2.3. Soit
�}�4���k	 ��[� � � , d’aprè le cours (page 103), la transformée de Fourier

de
�

est définie par : � �Ñ�¤�+�! V�Å	 �­-ò2 � X > "m> . On considère la fonction � ó º �Û�4���à	�í � � �4� $ Ø � � où Ø wx�
et í � y

. Déterminer la transformée de Fourier de � ó º � .
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Exercice 3 Dans cet exercice on admet que
S.b2 b - 2�# A U�\d	 ` � .

3.1. Déterminer la transformée de Fourier de
�}�4���
	 -�2 /�A .

3.2. En déduire les transformées de Fourier de :���������
	�� -32 /�A� � �����
	���� -32 /�A� � �����
	´� �
� ��� � - 2 / A
Exercice 4
1. Déterminer la transformée de Fourier de

�¥�4��� 	
l1 » 2 �Éº½� ¹ �4��� . En déduire la

transformée de Fourier de
&H(�� �� et calculer les intégrales suivantes:S b2 b &�(�� �� UE� J S b2 b æ &�()� �� ç � UE�

2. Déterminer la transformée de Fourier de � �����C	È� �¤$ 7 � 7 � l1 » 2 �Éº½� ¹ �4��� . En déduire
: S b2 b æ &H(�� �� ç ! UE�
Exercice 5
1. Déterminer la transformée de Fourier de

�¥�����e	 � Mò� ���Q� $p� � l1 » 2 ÂA � ºEÂA � ¹ �4��� .2. En déduire : S b2 b æ � ��* & � $Ì&�()� ���� ç � UE�
3. En utilisant la formule d’inversion (à justifier) calculer :Scb2 b � ��* & � $D&�()� ���� UE�%$ � Spb2 b � �+* & � $Ì&H(�� ���� �+* & ��U��
Exercice 6 Soit � �4��� 	 -ò2 / l1 » F�º bg» ����� . En utilisant la transformée de Fourier,

déterminer la fonction
�

sommable vérifiant l’équation :
�
� � �4���
	 �: - 2�> / > .
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Exercice 7| Fonction d’autocorrélation. Pour tout signal
� w ¸ � �4�g�'& ¸ �"���Å�

, on définit la
fonction d’autocorrélation de

�
par :( ø �*)��
	 Scb2 b �¥�+) � \o�³�}�G\��VU�\| Densité spectrale d’énergie. 7 � �Ñ�o���! Z� 7 � s’appelle la densité spectrale

d’énergie de
�

. On a : � � ( ø �+�! V�
	 7 � ���¤���� V� 7 � .| Étalement. Pour tout signal
�

tel que :
S b2 b � � �4���VUE�

soit finie et non nulle, on

définit l’étalement de
�

par :� ��� � 	-, b2 b ���o���"�4���VUE�
, b2 b � � �4���VUE�

Pour les signaux suivants, déterminer :
la fonction d’autocorrélation ãôø , la densité spectrale d’énergie et l’étalement

��x�<�
. ¡ ���¥�����
	 -32 / l1¹ F�º bg» ����� ¦ ���}�4���e	

l1 » F�º½� ¹ �����§ ���¥�����
	 &�()� �
l1 » F�º � X ¹ �4��� ¨ ���}�4���e	 �+* & � l1 » F�º � X ¹ �����ª ���¥�����
	�� -32 / l1¹ F�º bÅ» �4��� « ���}�4���e	 -32 /�A.

On admet que : S b2 b � ~ - 2 / UE�Ü	 ¾}õ Ô ¾ wx¿Spb2 b - 2�# A U�\d	 ` �
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Exercice 8| Fonction d’intercorrélation. Pour les signaux
�

et � véfiant :
��w ¸ � �4�g��& ¸ �#���Å�

et � w ¸ � ���Å�/& ¸ �#���Å�
, on définit la fonction d’intercorrélation de

�
et g par :( ø º 
 �*)��
	 Scb2 b �¥�+) � \o� � �4\o�VU�\

Pour les signaux suivants, déterminer la fonction d’intercorrélation ãZø º 
 :¡ ���¥�����e	 -32 / l1 ¹ F�º bg» ����� � �����e	 - / l1 ¹ 2 b º F ¹ �����¦ ���¥�����e	 &�()� �
l1 » F�º � X ¹ ����� � �����e	 �+* & � l1 » F�º � X ¹ �����§ ���¥�����e	

l1 » 2 �Éº½� ¹ ����� � �����e	
l1 » F�º � ¹ �����

Exercice 9 Pour é � � , soit � ê#�4���
	 é 2 / l1 ¹ F�º bg» �4��� .
1. Exprimer

SpbF � ê#�4���VUE� en fonction de é .

2. Déterminer � � � êÛ� la transformée de Fourier de � ê .
3. Pour Ø � � et í � � , déterminer � ó � � � .
4. Déterminer

(
021
la fonction d’autocorrélation � ê .

4. Pour Ø � � et í � � , déterminer
(3024 º 065

la fonction d’intercorrélation de � ó et� � .
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Transformée de Laplace

Exercice 1
Calculer si elles existent la transformée de Laplace des fonctions suivantes et don-
ner l’abscisse de sommabilité :¡ � �}�4���e	

l1 » ó º � ¹ �4���¦ � �}�4���e	 &87 Ø � l1 ¹ F�º bg» �����§ � �}�4���e	 � 7 Ø � l1¹ F�º bg» �4���¨ � �}�4���e	 �+* &�9 � -32ôó / l1 ¹ F�º bg» �����ª � �}�4���e	 &H(���9 � - 2ôó / l1 ¹ F�º bg» �����« � �}�4���e	i� - 2ôó / l1 ¹ F�º bg» �4���
Exercice 2
Déterminer la transformée de Laplace des fonctions suivantes :¡ � �¥�����e	 ��* & �4� $ � r �

l1 ¹ F�º bg» �4� $ � r �¦ � �¥�����e	 ��* & � l1 ¹ F�º bg» �4� $ � r �§ � �¥�����e	 ��* & �4� $ � r �
l1 ¹ F�º bg» �4���
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Exercice 3
Déterminer la transformée de Laplace de la fonction périodique, de période O ,
égale à

�#F
définie par : �"F#�4�H�
	 ����� ���� � &�( y�� � � O :$­� &�( O : � � � O

Exercice 4
Trouver les originaux de :¡ � �Ý � $ Ç ¦ � Ý� Ý � : �+� Ý $5� �§ � �� �
� Ý � � ¨ � Ý� �C� Ý � �ª � : Ý $p�Ý � � Ý �i� « � �Ý � � �
� Ý � �
Exercice 5 Résoudre les équations différentielles suivantes :¡ �£¢ � �4�H� � : ¢¤���H�¥	 y �G¢o� y �}	 � �¦ � : ¢ � ���H� $ ¢¤���H�e	 � �G¢o� y �¥	 : �§ � q ¢ � ���H� $1q ¢¤���H�e	�� �4¢¤� y �¥	 y �¨ �£¢ � �4�H� � : ¢o�4�H�}	 ��* & � �G¢o� y �}	 sE©Eq �ª �£¢ � � �4�H� �.q ¢ � ���H� $9r ¢¤���H�e	 � �G¢o� y �}	 : J ¢ � � y �
	 � �« �£¢ � � �4�H� � ¢ � �4�H� $9r ¢¤���H�e	 -32j¬ �4¢¤� y �e	 �
J ¢ � � y �e	 $­� �® �£¢ � � �4�H� � : ¢ � ���H� � ¢o�4�H�e	 -32j¬ �G¢o� y �¥	 $­�
J ¢ � � y �
	 K �¯ �£¢ � � �4�H� �9M ¢ � ���H� �1M ¢o�4�H�e	 ��* & � - 2 � ¬ �G¢o� y �¥	 : J ¢ � � y �e	 � �° �£¢ � � �4�H� � ¢¤���H�e	 : -32j¬ �G¢o� y �}	 y J ¢ � � y �
	 K �¡j± �£¢ � � �4�H� � ¢ � �4�H�
	 M ��* & � �G¢o� y �¥	 �
J ¢ � � y �e	 � �
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Distributions

| fonction test. Une fonction test est une fonction indéfiniment dérivable et nulle
hors d’un intervalle. On note : l’ensemble des fonctions tests.| distribution. Une distribution est une application linéaire continue sur : .
L’application O de : dans

�
est une distribution si :� � O �GË<;
� �>= ; � �
	TË O ��;
�H� �>= O �!; � � Ô ;
� J ; � w : J Ô Ë J�= wÀ�: � �)(��~ � b O �!; ~ �e	 O �!;}� &H( ; ~ ?$A@~ � b ;| distribution régulière. Une distribution O est dite régulière s’il existe une fonc-

tion
�

sommable sur tout segment telle que :Ô ;Dw : O ��;¥�e	 Scb2 b �¥�4����;[�4���VUE�O s’appelle la distribution régulière associée à
�

.

Notation. La distribution régulière associée à
�

est notée : O�ø ou
þ � ÿ

et pour;9w : on a : Ooø �!;¥�
	 � Ooø J ;D�Ó	 S b2 b �¥�4����;[�4���VUE�
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| distribution singulière. Une distribution qui n’est associée à aucune fonction
s’appelle une distribution singulière.| masse de Dirac. Pour é wÚ�

, la distribution définie par : O �!;¥�x	 ;Y� é �
s’appelle la masse de Dirac en é . On la note B ê et pour é 	 y

on écrit B au lieu
de B F .| La masse de Dirac en é est une distribution singulière.

Exercice 1
Les applications suivantes de : dans

�
sont-elles des distributions ?

¡ � O �!;}�e	 S �2 � ;Y�4���VUE� ¦ � O �!;}�e	 S �F ; � �4���VUE�
§ � O �!;}�e	 S bF - 2 / ;Y�4���VUE� ¨ � O �!;}�e	 S bF �C;Y�����VUE�
ª � O �!;}�e	 Scb� ;Y�����` � $5� U�� « � O �!;}�e	D;Y� Ø � $ ;[� í � Ø J�í wÀ�® � O �!;}�e	D; � � Ø � $ ; � � í � Ø J�í wÀ� ¯ � O �!;}�e	 � ðFEHG ;Y� ã �° � O �!;}�e	 � ðFEHG ; � � ã � ¡j± � O �!;¥�e	 � ðIEHJ ; ð � é � é wÀ�¡�¡ � O �!;¥�e	 &��	� Ï ;Y� é � J y Ð é wÀ� ¡ô¦ � O �!;¥�e	 (���K Ï ;Y� é � J y Ð é wÀ�
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Exercice 2
Les distributions suivantes sont-elles régulières ou singulières ?¡ � O ��;¥�e	 S b2 b - 2�> / > ;Y�4���VUE�

¦ � O ��;¥�e	8SpbF ;Y������
� � � UE�
§ � O ��;¥�e	 S �F ;Y�4���VUE� � S b� - 2 � / 2 ��� ;Y�����VUE�¨ � O ��;¥�e	D;Y� : � $ ;Y� � �ª � O ��;¥�e	 S X2 X �+* & �C;[�4���VUE�
« � O ��;¥�e	 S X2 X &H(�� �L;Y�4���VUE�
® � O ��;¥�e	D;Y� é � � Spbê - 2 � / 2 êQ� ;Y�����VUE� é wÀ�¯ � O ��;¥�e	8SpbF - 2 / ; � �����VU��° � O ��;¥�e	 Spb2 b - 2 / A ; � � �����VUE�¡j± � O �!;}�e	 � ðFEHG ;Y� ã6é � é � y
¡�¡ � O �!;}�e	 S �2 � ;Y�4� � é �VUE� é wx�
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| dérivation. La dérivée de la distribution O est définie par :� O � J ;Ì��	 $ � O J ; � �
Toute distribution est indéfiniment dérivable et on a :� O � ~ � J ;D�Ó	 � $­� � ~ � O J ; � ~ � �

Exercice 3
Calculer les dérivées des distributions suivantes :¡ � O ��;¥�e	 S bF - 2 / ;Y�4���VUE�

¦ � O ��;¥�e	 S �2 � � � ;Y�4���VUE�
§ � O ��;¥�e	 S X2 X 7 �+* & � 7 ;Y�����VU��
¨ � O ��;¥�e	WS bF - 2 / A ;Y�����VU��
ª � O ��;¥�e	 S b2 b ;Y�4����[� � � UE�
« � O ��;¥�e	WS �F ;Y�����VU�� � S.X� &�()� �L;Y�����VU��
® � O ��;¥�e	 S �2 � 7 � �i�Z7 ;[�4���VUE�
¯ � O ��;¥�e	 SpbF 7 � $5�Z7@- 2 / ;Y�����VUE�° � O ��;¥�e	 S bF � - 2 /�A ;Y�4���VUE�
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| pour toute fonction
�

de classe M � sauf aux points é � J�lmlml�J é ð , on a :þ � ÿ � 	´þ � � ÿ � ð� P ���ON �¥� é PG� B ê �
où N �}� é PG�e	8�¥� é öP � $ �¥� é 2P �

désigne l’amplitude du saut de
�

au point é P .| pour toute fonction
�

de classe M � sauf aux points é � J�lmlml�J é ð , on a :þ � ÿ � � 	´þ � � � ÿ � ð� P���� N �¥� é PG� B �ê � � ð� P���� N � � � é P�� B ê �
où N �¥� é PG�Ü	 �¥� é öP � $ �¥� é 2P �

désigne l’amplitude du saut de
�

au point é P etN � � � é P4�C	T� � � é öP � $ � � � é 2P �
désigne l’amplitude du saut de

� � au point é P .| pour toute fonction
�

de classe MQP sauf aux points é � Jmlml�l�J é ð , on a :þ � ÿ � P � 	 þ � � P � ÿ � P 2 �� Ò �VF ð� P����<N � � Ò � � é P4� B � P 2 � 2 Ò �ê �
où pour

Ö 	 y Jm�EJml�lml+J�R $ � , N ��� Ò � � é P�� 	 � � Ò � � é öP � $ � � Ò � � é 2P �
désigne

l’amplitude du saut de
��� Ò � au point é P (avec

� � FQ� 	W�
)..

pour toute fonction
�

de classe MQP , on a:
þ � ÿ � P � 	´þ � � P � ÿ .| dérivée de masse de Dirac. Pour toute fonction test

;
, on a :� B � ð �ê J ;9�Ó	È� $à� � ð ; � ð � � é �
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Exercice 4
Pour des fonctions

�
suivantes, déterminer

þ � ÿ � , þ � ÿ � � et
þ � ÿ � � �

:

¡ � �¥�4���
	 ���� ��� � &H( y�� � �T:KÅ$ � &H( :_� � � Ky &H(�� * �
¦ � �¥�4���
	 ���� ���

��� &H( $c� � � � �: $ � &H(W� � � �i:y &H(�� * �
§ � �¥�4���
	 ������ �����

� � &H( y_� � �5:� � $c� &H( :�� � � K� &H(5K � � � My &H(�� * �
¨ � �¥�4���
	 ������ �����

: �a7 � 7 &H(¼$5� � � � ���� &H(W� � � � K� &H(pK � � � My &H(�� * �
ª � �¥�4���
	 ������ �����

M�$W7 : � � 7 &H( $ÌM � � � $à��
� ��� &H( $p� � � � �: &H(8� � � ��:y &H(�� * �
« � �¥�4���
	 ������ �����

MÓ� ��� &�(¼$ :�� � �i:� � &�( :_� � � KM�$ � &�(pK � � � My &�(�� * �
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| formule de Poisson.
� ðIEIG �é BTS1 ���H�C	 � ðFEHG - � P X ð ê ¬| produit de covolution. Pour toute distribution O , on a :

B � O 	 O J B êU� O �4���e	 O ��� $ é � J B � ú � � O 	 O � ú �| fonctions périodiques. Pour toute fonction
�

de période O , égale à
�EF

sur
þ y J O ÿ

,
on a : � 	W�#F
� � ðFEHG B ð �| Transformée de Fourier.� � B �e	 �
J � � B êÛ���� V�
	 -32 � P X ê "eJ � � B � ú � ���! Z�C	È� : I �  V� ú

� æ � ð B ð ê ç �! V�
	 �é � ð B�S1 �� V�| dérivée-translation. Pour toute distribution O , on a :� � � O ��� � ú � 	´� $à� � ú � ��� : I � �H� ú O � J � � O � ú � �+�! V�
	È� : I �  V� ú � � O ���� V�
� � O ��� $ é ���+�! V�
	 - 2 � P X ê " � � O ���� V� J � � O �+�! $ é �
	 �WV - � P X ê ¬ OYX �� V�| formule de Poisson. Pour toute fonction test

;
, on a :� ðIEHG � ��;¥��� ãZé �e	·�é � ðIEIG ; æ ã é ç| coefficients complexes de Fourier. Si

�
est une fonction périodique de périodeO , égale à

�#F
sur

þ y J O ÿ
, on a :þ � ÿ 	´þ �"F ÿ � � ðFEHG B ð � $ � � �Hþ � ÿ �e	 � ðIEIG[Z ð B\S�

avec Z ð 	 �O � ��þ �#F ÿ ��� ãO �
, où � ��þ �#F ÿ �

désigne la transformée de Fourier deþ �"F ÿ
et Z ð sont les coefficients complexes de Fourier.
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Exercice 5
Pour les distributions régulières

þ � ÿ
suivantes:

a) déterminer
þ � ÿ � , þ � ÿ � � et

þ � ÿ � � �
b) en déduire la transformée de Fourier � �Hþ � ÿ �

.¡ � �¥�����e	 ��* & �¦ � �¥�����e	 &�()� �
§ � �¥�����e	 ������ �����

� &�( y�� � � �� &�(T� � � ��:y &�()� * �
¨ � �¥�����e	 ���������� ���������

: &H( $ :�� � � $­��
� ��� &H( $c� � � � �: &H(8� � � ��:y &H(�� * �
ª � �¥�����e	 ������ �����

7 � 7 &�( $p� � � � �: &�(8� � � �5:y &�()� * �
« � �¥�����e	 ������ �����

7 � ���Z7 &�( $ :_� � � �� &�(W� � � � Ky &�()� * �® � �¥�����e	 �� � ��� &�( $ :_� � �5:y &�()� * �
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Exercice 6
On considère la fonction

�3F
définie par :�"F#�4���
	 ���� 7 : � � 7 &H(¼$9K � � � �y &H(�� * �

2.1. Déterminer
þ �3F ÿ � et

þ �#F ÿ � � .
2.2. Déterminer la transformée de Fourier de

�òF
.

2.3. Soit
�

une fonction périodique de période O 	 r , égale à
�EF

sur
þ $ÓKZJ K ÿ .

Déterminer le développement en série de Fourier de
�

.

Exercice 7
On considère la fonction

�3F
définie par :

�#F#�����
	 ������ �����
��� &�( $ :_� � �iy: � &�( y�� � ��:y &�()� * �

2.1. Déterminer
þ �3F ÿ � , þ �"F ÿ � � et

þ �"F ÿ � � � .
2.2. Déterminer la transformée de Fourier de

�òF
.

2.3. Soit
�

une fonction périodique de période O 	 M , égale à
�EF

sur
þ $ : J :"ÿ .

Déterminer le développement en série de Fourier de
�

.

Exercice 8
On considère la fonction

�3F
définie par :

�"F"�4���
	 ���������� ���������
7 � 7 &�( $ :_� � �5:��� ��� &�( $DK � � � $ :� &�( :_� � � Ky &�(�� * �

1. Déterminer
þ �#F ÿ � , þ �#F ÿ � � et

þ �"F ÿ � � � .
2. Déterminer la transformée de Fourier de

�òF
.

3. Soit
�

une fonction périodique de période O 	 Æ
, égale à

�òF
sur

þ $%MVJNM ÿ .
Déterminer le développement en série de Fourier de

�
.
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