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CONSERVATOIRE NATIONAL
DES ARTS ET METIERS appe S

Exercice 1 Calculer la dérivée des fonctions suivantes :

_ 1+a? . _In(1 +2?)
filz) = z (1+ 23) falx) = x

1—sinzx
2

= z° Arcta =
f3($) T Arctany f4($) sinx + cosx

r+e”®

fs(z) =2’In(1 +e%)  fo(z) = T+ 2

Exercice 2 Les fonctions suivantes sont-elles paires ou impaires ?

2 _
=571 R@=1-l
fo(z) = sizx fol@) = 1c0_s;:2
file) = ) =l e
: |
fola) = EE) oy = T
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Exercice 3 Pour ¢ = 1,2, 3,4, déterminer la plus petite période 7" de f; et puis
calculer f;(z + %) et fi(r — g) ;
fi(z) = cos(2x)
fo(z) =sinzx 4 cosz
f3(z) = In(1 + cos? z)

fi(z) = coszIn(1 + sin’ 1)

Exercice 4 Calculer les intégrales suivantes :

1 T
11:/ (1—|z|)dz I2=/ |sinz|dz

1 -7

I 2w
13:/ cos(|z|) dx I4=/ | cos 2| dx
0

-

5 2
Is = / e 2dy I = / |z + 1| dz
4 2
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1
x
I = d
! /Ol—l—aczx

CoOsx

I, = ——d

2 /()1+sin2x v

I /1 dz

3= —
0o vz (l—1)
o) .’132

I, = —d

' / 1+a) ™
*° dzx

=[] —

5 /0 (14 22)*
o) .’E2

Iy = ———d

° / (1+a2p

I _/°° dzx

T o Vz(l+az)

18:/ _dz

N A

e* dx

0
Io =
? /_001+ez

Exercice 5 En utilisant le changement de variable indiqué, calculer les intégrales
suivantes :

(u=1+2?

(u=sinz)

=)
(x = tanu)
(z = tanu)
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Exercice 6 En effectuant I’intégration par parties indiquée calculer les intégrales
suivantes :

3
Il—/ Inz dx (v =Inz, dv = dz)

4
zInz dz (u=Inz, dv =z dx)

zxe *dx (u=2xz,dv=e""dx)

we
ol

0

/ xsinz dz (u =2z, dv =sinzdx)
0

/ x cos(2x) d (u =z, dv = cos(2z) dx)
0

/ e fInl+e*)dx (u=In(l+e %), dv=e"dx)
0

o
:/ e " coszdx (u=cosz, dv=e"dx)
0
18—/ e " sinzdx (u=sinz, dv=e"*dx)
0
Exercice 7 Pour s = 1,...,4 décomposer en éléments simples les fractions ra-
o0

tionnelles F; puis calculer les intégrales I; = / Fi(z) dx
0

1 1
B = 56 Bl = i@+
Fy(z) = ° Fi(z) = z

(22 4+ 1) (22 4+ Tz + 12)
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Exercice 8 (Fonction indicatrice)

Pour tout intervalle A on définit la fonction indicatrice de A par :

1 size A
La(z) = { 0 sinon
Montrer que ’on a : 114 (z) Ig(x) =lanp(x)
Exercice 9

e sif(x)= z_Xn:lgz(:r) lly,(z),ona:

/Cf(:c)d:vzi/ gi(z) dx

G=il A;NC

Pour i =1,...,4 on définit les fonctions f; par :

T si0<z<l1 1—2z si —1<z<1
fi(z) = folz) =

e six>1 sintx si1<zx<2

cos 2z si0<zx<m 1_;12 siz<l1

x

@ =1 wsr filw) =

1+sinx SLm <@ <2m (1+2)e 21 sigp>1

Pour z € R, calculer les fonctions F; définies par : F;(z) = / fi(t)dt. En
déduire F!(z) )
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Exercice 10 Calculer les limites suivantes :

V2

1,1,0,1,0,0,1,1,0,—
2 2

Exercice 11 Résoudre les équations différentielles suivantes :

z——o00 T 4+ e %

In(1
lim L+ 7)
z—0 SIinxT

s
: T -7
lim 4

z—Z SINx — CcoST

D) y'(t)+2y(t) =0 (y(0)=1)

2) 2y/(t) —y(t) =1 (y(0) =2)

3) by'(t) —5y(t) =t (y(0) =0)

4) y'(t) +2y(t) = cost  (y(0) = 7/5)

5) y"(t) +5y'(t) —6y(t) =1
6) y"(t) +y'(t) —6y(t) = e
7) y(t) + 2y (1) +y(t) =e!

8) y"(t) +4y'(t) + 4y(t) = coste *

9) y"(t) +y(t) =2¢"

10) y"(t) +y'(t) = 4cost

b (y(0) =1,y'(0)

sosuodoy I
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1) y(t)=e*
et —t—1
3) y(t) = =
—6t __ 1
5) y(t) = o +2¢
2+ 4t —2
7) y(t) = e

9) y(t) =4sint — cost +e !

sosuodoy I

2cost +sint
9 y(t) = —=5 g

7T 7 1
6) y(t)zme 3t+g€2t—86 ¢

8) y(t) = (5t + 3 — cost) e~

10) y(t) =2+ 2sint — 2cost +e "
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* *
* *

R Espace Vectoriel L?

Exercice 1 Les fonctions suivantes appartiennent-elles a L?(T) (préciser I’intervalle
(I)?

. _ 1
fi(z) = e fz(fU)—m
fola) = e fulz) = ol e
(@) = iy Bootl®) o) = )
1 z

fr(z) = 0+2)? Looof(z)  fs(z) = REDE To,00(()
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Exercice 2 Etudier la convergence ponctuelle des suites de fonctions suivantes :

(n € N%)
1) fa(z) = 2" 11(2) 2) fu(z) =2 ™ Iho o)
3 @)= 1 1) Jal@) = 0l ()

5) fule) = (L= nlz) 11 1)(x)  6) fule) = nwe ™ Bouy(2)

7) fn(x) =N Sin(%) 8) fn(x) _ le’“”?

n

9) fa(z) =n cos("3%) I_s ;](aj) 10) fo(z) = 22" Inz I 1) (z)

Exercice 3 Etudier la convergence au sens de L? des suites de fonctions suivantes

i (n € NY)

1) fale) = 2" W) 2) fula) = (1~ D)1, (a)
3) ful®) = 1755 hool(@) 1) fule) = 22 e g ()

5) faulz) = 2% e " eof(z) (v > 0) 6) fu(z) =nze " I ()
7) fn(x) =n“ze " H]O,oo[(x) (a > 0) 8) fn(I) =

9) fulz) =n"*e ™ (a > 0) 10) fo(z) = %COS(H’R’.’L‘) I 1,1(z)
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CONSERVATOIRE NATIONAL . . ' 2
DES ARTS ET METIERS Projection et famille dans L

(famille orthogonale)
e On dit que la famille {(e;);} forme une famille orthogonale de L?(R) si :

< €, €; >=/ ei(z)ej(z)de =0 Vi#j

o0

Toute approximation d’une fonction f par la famille orthogonale (e;); s’écrit :
o

fla) = Zai ei(z) avec a; =< f,e; >= / f(z)ei(z) dz.

—0o0

e erreur de approximation : e(f) = ||f — flZ=<f—f.f—f >

(famille orthonormée)
e On dit que la famille {(e;);} forme une famille orthonormée de L*(R) si :

leill =< €3, e >= / (z)dz =1 Vi

—o0

< €, €; >:/ ei(r)ej(r)dr =0 Vi#j

oo

Toute approximation d’une fonction f par la famille orthonormée (e;); s’écrit :
o
f(z) = E a; e;(z) avec a; =< f,e; >=/ f(z) ei(z) de.
i — o0

e erreur de I’approximation : e(f) =||f - f||§ =<f—f.f-f>
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Exercice 1 Pour n = 0, 1,2, on considere les polynémes p,(x) de degré n dont
le coefficient du terme de plus haut degré est égal a 1.

1. Déterminer les polyndmes p,, () de sorte qu’ils forment une famille orthonormée
de L*(—1,1).

2. Soit f(x) = e*lj_1j(x). Déterminer la meilleure approximation au sens de
I’énergie de f par cette famille.

Exercice 2 On considere les polyndmes :
Pi(z) =V2e™®, Py(z) = —4e+6e 2 | Py(z) =3V6e"—12V6 e 2+10vV6 e

1. Montrer que {P;, P, P;} forment une famille orthonormée de L?(0, 00).

2. Soit f(z) = e~* I oof(z). Déterminer la f meilleure approximation au sens
de I’énergie de f par cette famille.

3. Déterminer || f||2, en déduire e(f) = ||f — f|I3-

Exercice 3 Pour k € N* et T > 0, on considére la famille

(e Ve () Vo ()

Montrer que cette famille de fonctions forment une famille orthonormée de L?(0, T').

Exercice 4 Pour 0 > 0, on consideére les fonctions :

1 1

—]l—i —(i— x ,RZ’ZE :—Ili_ i O\ T szl
7 -0 1)0)(2) (z) 7 e, 0(z)

1. Montrer que la famille {(L;);>1, (Ri)i>1} forme une famille orthonormée de
L2(R).

1 . o0
2. Soit f(z) = 3 e~?. Déterminer f(z) = Z (a; Li(z) + b; R;(x)) avec a; =<
i=1

f,LZ' >et b =< f,FfZ >.

3. Déterminer || 112, en déduire e(f) = ||f — f||2. Peut-on trouver f, de sorte que

e(f)=07
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(2-¢ 2<z<—1
3 si <=z
. . 3
Exercice 5 Soit fo(z) = < 3 si —1<z<1
2
\ :;33: si 1<x<2

etpouri > 1, Ri(x) = fo(x — 4i) et L;(x) = fo(z + 49).

1. Montrer que la famille {fy, (L;)i>1, (R;)i>1} forme une famille orthogonale
de L(R).

1 ) 00

2. Soit f(z) = 5 e~1®l. Déterminer f(z) = ag + Z (a; Li(w) + b; R;(x)) avec
i=1

ap =< f, fo >, a; =< f,Li > et b =< f, R; >.

3. Déterminer || f||2, en déduire e(f) = ||f — f]|2

On admet les résultats suivants :

=—— Vp[<1
k; 1—n

k _—azx _
/0 " e d:c—ak+1 Va >0,VkeN
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* *
* *

DES ARTS ET METIERS Séries de Fourier

Exercice 1 Pour chacune des fonctions suivantes :

a) déterminer Sy la série de Fourier de f.

b) étudier la convergence de Sy vers f.

¢) pour p donné, on désigne par h, I’harmonique d’ordre p tel que :

2mpx . [ 27mpzx
hy(z) = ay cos( T ) + b, sm( T )

on désigne par : s, = hy + hy + ... + h, la somme des p + 1 harmoniques et on
désigne par E, I’énergie de s, définie par :

T p
E, = Ta? + 5 > (a? +b2)
n=1

Combien d’harmoniques faut-il sommer pour que 1’on ait une énergie au moins
égale 2 95% de E ?

1) f(z) = 2° pour z € [0, 2], de période T = 2

2) f(z) = |z| pour z € [0, 3], de période T' = 3

3) f(z) = |sinz| pour z € [0, 27|, de période T = 27
4) f(x) = e” pour z € [0, 27|, de période T = 27

T si —2<x<0
5 f(zx)= de période 7' = 4
11—z s O0<ax<?2
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24z si —2<z< -1

6) f(x)=4¢ 1 si —l<z<l1 de période T = 4
2—z s l<x<?2
1+ si —1<zxz<0

7 f(z) = de période T = 2
1 si O<xr<1
sin Tz si —1<zxz<0

8 f(x)= de période T = 2
1—cosmx si O0<zx<l1

9) f(z) =1 - de période T = 4

[ 2 si 3<z<4
(2 si 0<z<1
3—x s 1<x<2
10) f(z) =< de période T' = 4
r—1 s 2<x<3
[ 2 si 3<x<4

(x si 0<z<1

11) f(z)=<¢ -1 si 1<z<2 de période T = 3

1 si 2<z<3
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Exercice 2 Soit f un signal périodique, de période 7', défini par :
flz) =2 (T — x) sur [0, T].

2.1. Déterminer les expressions de f(z + T) etde f(z — T).

2.2. Calculer i1_r)r(1) f(z) et ;1_1}1% f(z). f est-elle continue?

2.3. Déterminer Sy la série de Fourier de f.

2.4. Etudier la convergence de S 7 vers f.

2.5. Vérifier la formule de Parseval.

2.6. Déterminer I’expression de f’. En déduire les expressions de f'(z + T') et de
flx=T).

2.7. Calculer lim f'(z) et lim f'(z). f’ est-elle continue?
T w—)%

2.8. Déterminer Sy la série de Fourier de f'.

2.9. Etudier la convergence de S pvers f'.

Exercice 3 Soit f un signal périodique, de période 7', défini par :
f@)=z(z— %) (T —2)sur [0,T).

3.1. Déterminer les expressions de f(x + 1) etde f(x — T).

3.2. Calculer il_r)r(l) f(z) et z]1_1)1% f(z). f est-elle continue?

3.3. Déterminer S la série de Fourier de f.

3.4. Etudier la convergence de S ¢ vers f.

3.5. Vérifier la formule de Parseval.

3.6. Déterminer I’expression de f’. En déduire les expressions de f'(z + T') et de
f'(x —T). f' est-elle continue?

3.7. Déterminer Sy la série de Fourier de f'.

3.8. Etudier la convergence de S povers f'.

3.9. Déterminer I’expression de f”. En déduire les expressions de f”(x + T') et
de f"(z —T). f" est-elle continue?

3.10. Déterminer S~ la série de Fourier de f”.

3.11. Etudier la convergence de Sy vers f".
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Exercice 4 Soit f et g deux signaux périodiques, de période 1" = 27, définis par
: f(x) =sup(0,cosx) sur [0, T] et g(z) = sup(0, sinz) sur [0, 7.
Déterminer Sy la série de Fourier de f. En déduire S, la série de Fourier de g.

On admet les résultats suivants :

cosar + ar sinazx
T cosax dr =
a2

. sin ax — ax cosax
z sinazx dxr =
a2

a(b — 2z) sinaz + (a*z? — ba’z — 2) cosax

a3

/x(b — ) sinaz dx =

a(b — 2z) cosazx + (a*bx — a’z + 2) sinax

/x(b —z)cosazrdr =

ad
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i Produit de convolution

Déterminer f * g si:

f(z) = sinz 9(x) = I _rm(z)
f(z) = cosz I () g(x) = sinz Ii_ (z)
f(x) = cosz N_r x(z) g(z) = cosz I_r ()
flz) =e " Igoq(z) (A>0)  g(z) = Ipeq)(z) (1> 0)
f(x) = sinz g on) () 9(z) = sinz T 27 ()
f(x) = sinz g om) () 9(z) = x I 2m ()
f(x) =|sinz | M om(2) 9(z) = x I 2m ()
f(z) =[ cosz | Tj_rq(z) 9(z) = z ljp 2r) (z)
f(z) = e ooq() (A>0)  g(z) =2 oy (2)
fl@) = e Ioeq(z) (A>0)  g(z) = cosz Iy_rz(z)
fz) = e Igoq(z) (A>0) g(x) =sinz I, (z)
f(@) = Tp() 9(z) = Tp(2)

f(@) = Tpy(z) 9(z) = M1 ()
f(z) = Tgy(x) 9(z) = sinz Ij_r ()
fla)=e" g(z) =e ¥
fla)=e™ glo) =™
fla)=e" g(z) = e
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f(z) =€l g(z) = sinz Iy 2x ()
f(z) =e g(z) = cosz ljg 2m(x)
0= 130 o0 = 5

f(x) =cosz I_r(x) g(z)= ln(w)
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*

* *
Sttt Transformée de Fourier

*

Exercice 1 Déterminer la transformée de Fourier des fonctions suivantes:

1) f(z) = Nap(2) 2)f(x) = x Ty (2)

3)f(z) =sin(2mz) I_1,1y(z) 4)f(x) = cos(2mz) N_1,5(x)
5)f(z) =€ 6)f(x) = li—10y(x) + 2 1y z(x)
7)f(2) = e I o () 8)f(z) = sin(27z) €727 g o[ ()

Exercice 2 Soit f une fonction réelle admettant la transformée de Fourier F(f).
2.1. Pour € Ret o > 0, on définit les fonctions gg, h, et 1, par:

o

90(@) = Fl@=0), ho(@)=F(2) , Woo(a) = f<x—9>

Exprimer les transformées de Fourier de gy, h, et 1y, en fonction de F(f).
2.2. Déterminer la transformée de Fourier de h,(z) = e~*% (a € R).

1
2.3. Soit f(x) = T+ d’apre le cours (page 103), la transformée de Fourier
x

de f est définie par : F(f)(v) = me ?"¥I. On considere la fonction g, () =
1

m oua € Retb > 0. Déterminer la transformée de Fourier de g, .
T—a
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o0
. . —u2
Exercice 3 Dans cet exercice on admet que / e du = /.

—0oQ
3.1. Déterminer la transformée de Fourier de f(z) = e™*".
3.2. En déduire les transformées de Fourier de :

filz)=xe™®
folz) = 22e @
fa(@) = (1+2)?e
Exercice 4
1. Déterminer la transformée de Fourier de f(z) = Ij_11(x). En déduire la

, ) sinx .y )
transformée de Fourier de —— et calculer les intégrales suivantes:
x

. . 2
* sinzx *® [(sing
dx , dx
o X . T

2. Déterminer la transformée de Fourier de g(z) = (1—|z|) I[_1 1j(«). En déduire

o0 . 4
/ (sm z ) i
oo T
Exercice 5

1. Déterminer la transformée de Fourier de f(z) = (47%t* — 1)1 1 (z).
2. En déduire :
o0 : 2
TCOST — Sinx
[ e
T
—00

3. En utilisant la formule d’inversion (a justifier) calculer :

*® gzcosz —sinx *® rcosx —sinx
—3dx et —3(:osacd:v
oo x o T

Exercice 6 Soit g(z) = e “llg ((z). En utilisant la transformée de Fourier,

1
déterminer la fonction f sommable vérifiant I’équation : f * g(z) = 2 e 1o,
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Exercice 7

e Fonction d’autocorrélation. Pour tout signal f € L'(R) N L?(R), on définit la
fonction d’autocorrélation de f par :

— [t fwdu

e Densité spectrale d’énergie. | F(f)(v) |* s’appelle la densité spectrale

d’énergie de f. Ona: F(K;)(v) =| F(f)(v) |*.
e Etalement. Pour tout signal f tel que : / f%(z) dz soit finie et non nulle, on
définit I’étalement de f par : -

2 2% f2(z) da
2 o]
T Pwd

Pour les signaux suivants, déterminer :

la fonction d’autocorrélation k¢, la densité spectrale d’énergie et I’étalement <
f>2

% On admet que :
e “dr=n! VneN

[
[t avs

88
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Exercice 8

e Fonction d’intercorrélation. Pour les signaux f et g véfiant: f € L'(R)NL*(R)
etg € L'(R) N L?(R), on définit la fonction d’intercorrélation de f et g par :

K;,(r) = / T+ u) g(u) du

Pour les signaux suivants, déterminer la fonction d’intercorrélation &y 4

1)f(z) = e hooof(z) g(z) =€ oo ()
2)f(x) =sinzlgomn(z) g(z) = cosz M ox ()
3)f(z) = I_1y(z) g9(x) = T g()

Exercice 9 Pour 0 > 1, soit y(x) = 07" g o[ ().
1. Exprimer / 1y(x) dz en fonction de 6.
0

2. Déterminer F (1)) la transformée de Fourier de 1y.
3.Poura > 1 et b > 1, déterminer v, * ¥y .
4. Déterminer K, la fonction d’autocorrélation 1.

4. Poura > 1 et b > 1, déterminer K, ., la fonction d’intercorrélation de v, et

(e
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* *
* *

e T €T Wenens Transformée de Laplace

Exercice 1
Calculer si elles existent la transformée de Laplace des fonctions suivantes et don-
ner I’abscisse de sommabilité :

1) f(z) = lgp(x)

2)  f(2) = shaw g o (x)
3)  f(z) = chaz Iy oo((z)
4)  f(z) = coswz e Iy o (x)
5) f(z)=sinwze I o (z)
6) f(z)=1e %l oq(z)

Exercice 2
Déterminer la transformée de Laplace des fonctions suivantes :

™

1) fl2) = cos(x = 2) Boi(z - %)

2)  f(z) = cosz I oop(x — %)

™

3) f(z)=-cos(zx— 8) Tho oo ()
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Exercice 3
Déterminer la transformée de Laplace de la fonction périodique, de période 7',
égale a f, définie par :

T
fo(t) =

T

Exercice 4
Trouver les originaux de :

1 p
Vs 2 p+2e-1)
1 p

3) (1+p)? 4 (1+p)?
o —1 1
5) pP+p+1 6) p*(1+p?)

Exercice 5 Résoudre les équations différentielles suivantes :
1) y'(t) +2y(t) =0 (y(0)=1)
2) 2y'(t) —y(t) =1 (y(0) = 2)
3) 5y'(t) —dy(t) =t (y(0) =0)
4) y'(t) +2y(t) = cost  (y(0) =7/5)
5) y"(t) +5y'(t) —6y(t) =1 (y(0) =2,4'(0) = 1)
6) y"(1) +y'(t) - 6y(t) =e"  (y(0) =1,y'(0) =-1)
7))y +2y() +y(t) =e" (y(0)=—1,y(0) =3)
8) y"(t) +4y'(t) + 4y(t) = coste™ (y(0) =2,y'(0) = 1)
9) y"(t) +y(t) =2¢7"  (y(0) =0,4'(0) =3)

10) y"(t) +¥'(t) = 4cost (y(0)=1,y'(0) =1)
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* *
* *
* *
* *
* *
| —

CONSERVATOIRE NATIONAL . . L
S Wl 1 e istributions

e fonction test. Une fonction test est une fonction indéfiniment dérivable et nulle
hors d’un intervalle. On note D 1’ensemble des fonctions tests.

e distribution. Une distribution est une application linéaire continue sur D .
L’application 7" de D dans R est une distribution si :

1) T(apr+By2) =aT(p1)+BT(p2) Vor,p2€D,Va, R

. o D
2) lim T(pn) =T(p) si ¢n—¢

e distribution réguliére. Une distribution 7" est dite réguliere s’il existe une fonc-
tion f sommable sur tout segment telle que :

VoeD T(p)= / " o) o@)ds

T s’appelle la distribution réguliere associée a f.

Notation. La distribution réguliere associée a f est notée : T ou [f] et pour
w€e€Dona:

Ty(e) =< T/, o >= | " Al
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o distribution singuliére. Une distribution qui n’est associée a aucune fonction
s’appelle une distribution singuliere.

e masse de Dirac. Pour § € R, la distribution définie par : T(¢) = ¢(h)
s’appelle la masse de Dirac en 6. On la note &g et pour § = 0 on écrit ¢ au lieu
de 60.

e La masse de Dirac en 6 est une distribution singuliere.

Exercice 1
Les applications suivantes de D dans R sont-elles des distributions ?

D 700 = [ ew)ds 2) 109 = [ Pl s

3 1) = [ pla)do 4 160 = [ ap)do

5 1) = [ A 6) T(¢) = p(a)—plb) a,beER
7) T(p)=¢'(a)—¢'(b) a,beR 8) T(w)=§¢(k)

9) T(W)=é<ﬂl(k) 10) T(w)—k%@’“(@ feR
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Exercice 2
Les distributions suivantes sont-elles régulieres ou singulieres ?

1) 70 = [ e (o) da

o0

2) T(p) = /0 T @

11) T(go)z/lgo(x—l—@)dx feR
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e dérivation. La dérivée de la distribution 7" est définie par :
<T,op>=—-<T,¢ >
Toute distribution est indéfiniment dérivable et on a :

<TM™ p>=(-1)" <T, o™ >

Exercice 3
Calculer les dérivées des distributions suivantes :
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e pour toute fonction f de classe C! sauf aux points 6;,...,0;,0na:
k
1 =1+ D Af(8:)
i=1
ot Af(6;) = f(6;) — f(6;) désigne I’amplitude du saut de f au point 6.
e pour toute fonction f de classe C? sauf aux points 6;,...,0;,0ona:
k k
"= [f"1+ ) Af(0:) 5 + > Af(6:)
i=1 i=1

f(6) — f(6;) désigne I’amplitude du saut de f au point 6; et
) — f(6;7) désigne I’amplitude du saut de f au point 6;.

i Af(6) =
AF(6) = /6

e pour toute fonction f de classe C™ sauf aux points 64,...,60;,ona:
k .
1) = 50+ 323 a0 57
7j=0 =1

ou pour j = 0,1,....,m — 1, Af9(@) = fOO}) — f9(6;7) désigne
I’amplitude du saut de fU) au point 6; (avec f© = f).

% pour toute fonction f de classe C™, on a: [f]™ = [f(™].

e dérivée de masse de Dirac. Pour toute fonction test ¢, on a :

<6, o >=(=1)k ¥ (8)
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Exercice 4

Pour des fonctions f suivantes, déterminer [f]", [f]" et [f]®:

4— 12+ si

1+ 22
2
0
4+ x?
23
—x
0

si O<a<2
si 2<2<3

sinon

si —1l<zx<1
si 1<e<2

sinon

si 0<z<2
si 2<x<3
si 3<x<4

sinon

si —1<zx<xl
si l<zx<3
si 3<x<4

sinon

—4d<r<—1
si —1<zx<1
si 1<zx<?2

sinon

si —2<x<2
si 2<zx<3
si 3<x <4

sinon
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. 1 2imkOt
e formule de Poisson. Z 7 (53 (t) = Z e
keZ keZ
e produit de covolution. Pour toute distribution 7', on a :

§xT=T, 6xT(x)=T(x—0), 6®+xT=T0

e fonctions périodiques. Pour toute fonction f de période T, égale a fq sur [0,7],
ona:

F="Fo* ) bkr

kEZ

o Transformée de Fourier.

1
#(S00) 0) =5 5,0)
k k
e dérivée-translation. Pour toute distribution 7', on a :
(F@)? = (-1 F(2irt)? T),  FTP)(w) = 2irv)* F(T)(v)

F(T(z—0)(v)=e > F(T)(v), F(T)(v—-20)=F(""T)(v)
e formule de Poisson. Pour toute fonction test ¢, on a:
1 k
> F k) =5 Yo (3)
kEZ kEZ

e coefficients complexes de Fourier. Si f est une fonction périodique de période
T, égale a fosur [0,T],ona:

[f] = [fol * Z5kT et F([f]) =ch6%

kEZ kEZ

1 k
avec ¢x = F([fo]) (T)’ ol F([fo]) désigne la transformée de Fourier de

[fo] et ¢k sont les coefficients complexes de Fourier.
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Exercice 5

Pour les distributions régulieres [f] suivantes:
a) déterminer [f]’, [f]" et [f]"

b) en déduire la transformée de Fourier F([f]).

1) f(z)=cosz
2) f(z)=sinz

(2 si 0<zx<1

3) fla) =4 1 i 1<z<2

L 0 sinon

(2 si —2<z< -1
1422 si —1<z<1

2 si 1<x<?2

L 0 sinon

(|z] si —l<z<1
5) f(x)=4 2 si l<z<?2

L 0 sinon

(|lz+1 si —2<z<1

6) fla)=¢ z si l<z<3

L O sinon
2 sl —2<1<?2

0 sinon
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Exercice 6
On considere la fonction f, définie par :

24z si —3<z<1

fo(z) =

0 sinon

2.1. Déterminer [fo]" et [fo]".

2.2. Déterminer la transformée de Fourier de f .

2.3. Soit f une fonction périodique de période 7" = 6, égale a f, sur [—3,3].
Déterminer le développement en série de Fourier de f.

Exercice 7
On considere la fonction f définie par :

2 si —2<2<0
folx)=4¢ 2z si 0<z<2

0 sinon

2.1. Déterminer [fo]", [fo]” et [fo]" .

2.2. Déterminer la transformée de Fourier de fj .

2.3. Soit f une fonction périodique de période T = 4, égale a f, sur [—2,2].
Déterminer le développement en série de Fourier de f.

Exercice 8
On considere la fonction f, définie par :

( |z si —2<x<2
2?2+1 si —3<zr< -2

1 si 2<x<3

L 0 sinon

1. Déterminer [fo]", [fo]” et [fo]” -

2. Déterminer la transformée de Fourier de fj .

3. Soit f une fonction périodique de période T = 8, égale a f, sur [—4,4].
Déterminer le développement en série de Fourier de f.
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