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Mathématiques du Signal Aléatoire

(formule de Binome)

En utilisant la formule de Binéme (z + y)" =
k

n
Ck gk yn=F | calculer les
=0
sommes suivantes:
ik - k
Si=> Cy Se=> kCy

n

S3=> k(k—1)Ck Sy=)> K*CE
k=1 k=1

(suites réelles)

On considere la suite (Uy),>1 définie par la relation de récurrence:
3Up+1 —Up =1 et la donnée de son premier terme U; = 6. Exprimer U,
en fonction de n.

(suites réelles)

On consideére la suite (Up)n>1 définie par la relation de récurrence:

12Un+2 - 7Un+1 + Un =0

1 1
et la donnée de ses deux premiers termes U; = 17’ U; = T
1. Exprimer U, en fonction de n.

o0
2. Calculer ) Uj.
k=1

(fonction Gammea)
o

Pour « > 0, l'on définit la fonction I'(e) par: I'(a) = / te=1 e~t dt.
0

Montrer que
1. T'(a+1) = al'(a). En déduire la valeur de I'(a) lorsque « € N*.
o0

2. T'(a) =2 / w2 e dy

0
o0
3. F(a):)\a/ u* e Mdu A > 0.
0
1
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Mathématiques du Signal Aléatoire

(calculs de probabilités )

Soit (2,P(f2),P) un espace probabilisé et A, B deux événements de P ()
1. Montrer que si A C B, alors, P(B—A) = P(B)— P(A) et P(A) < P(B).
2. Montrer que I'on a

P(AUB)=P(A)+P(B)— P(ANB) et P(AUB) < P(A)+ P(B)

(calculs de probabilités )

Un étudiant, soucieux de ses résultats, estime a4 60% ses chances de réussir

son cours de Mathématiques, & 85% ses chances de réussir son cours d’'In-
formatique et & 50% ses chances de réussir les deux matieres. Calculer la
probabilité :

1. qu’il réussisse en Mathématiques, mais pas en Infortmatique
2. qu’il réussisse en Informatique, mais pas en Mathématiques

3. qu'’il réussisse dans au moins une de ces deux matieres.

(calculs de probabilités )

On considere le systéme d’équations d’inconnus (z,y), dans lequel a, b, ¢
r—2y=3
désignent trois parametres réels:
ax —by=c
Pour déterminer les coefficients a, b, ¢ I'on lance, trois fois, un dé parfait
dont les faces sont numérotées de 1 & 6: le premier numéro sorti donne a,
le second b et le trisiéme c.
1. Calculer les probabilités pi, ps, p3, pour que le systéme ainsi obtenu
ait respectivement : une infinité de solutions; aucune solution; une solution
unique.
2. Quelle est la probabilité pour que le systéme admette la solution unique
(3,0).

(combinatoire)

Un joueur de bridge posséde dans sa main 13 cartes d’'un jeu de 52 cartes
distribuées au hasard. Calculer la probabilité qu’il ait :

1. un as exactement.

2. au moins un as.

. un as et un roi.

. au moins un as et au moins un roi.

. une carte de chaque valeur.

Ot W
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Mathématiques du Signal Aléatoire

(combinatoire)

Une urne contient n boules dont n1 rouges, ngy blanche et n3 bleues. On
en tire 3 boules (sans les remplacer), calculer la probabilité pour que

. toutes les trois soient rouges;

. deux soient rouges et une blanche;

. au moins une soit blanche;

. il y ait une de chaque couleur;

. les boules soient tirées dans 1’ordre bleue, blanche et rouge.

U W N =

(probabilité conditionnelle)

Le quart d’'une population a été vacciné contre une maladie contagieuse.
Au cours d’une épidémie, on constate qu’il y a parmi les malades un vacciné
pour quatre non-vaccinés. On sait de plus qu’au cours de cette épidémie, il
y avait un malade sur douze parmi les vaccinés.

Quelle était la probabilité de tomber malade pour un individu non-vacciné?
Le vaccin est-il efficace?

(probabilité conditionnelle)

1. Une famille a deux enfants dont une fille. Quelle est la probabilité que
I’autre soit un garcon?
2. Une autre famille a deux enfants, le plus jeune est une fille. Quelle est la
probabilité que I’ainé soit un gargon?

(probabilité conditionnelle)

Des pieces mécaniques sont fabriquées & la chaine. Sur chacune d’elles on
effectue un test pour en controler la qualité. On désigne par B 1’événement :
“une piece choisie par hasard est bonne” et par T I'événement: ”le test
indique que la piéce est bonne”. On désigne par p la probabilité pour qu'une
piece choisie par hasard soit bonne, par p; la probabilité pour que le test
indique comme bonne une pieéce qui est effectivement bonne et par psy la
probabilité pour que le test indique comme bonne une piéce qui en réalité
mauvaise. On suppose p € { 0,1 }.

1. Calculer en fonction de p, p; et po la probabilité pour qu'une piece,
indiquée comme bonne par le test, soit effectivement bonne.

2. A quelle condition, portant sur p; et pg, le test est-il util?
3. Application numérique . p=0,8, p1 =0,9 et py =0,1.
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Mathématiques du Signal Aléatoire

(loi de probabilité discréte)

Pour 6 €]0,1[, on définit la suite py par:

C(1—-0) min{k,6 —k} si k=1,...,5
Pr =
0 si k=6

ol C est une constante positive. Déterminer C' de sorte que pj, soit une loi
de probabilités sur {1,...,6}.

(loi de probabilité discréte)

Pour 6 €]0,1[, on définit la suite py par:

C O max{k,7—k} si k=1,...,6
Pk =
1-6 si k=7

ou C est une constante positive. Déterminer C' de sorte que py soit une loi
de probabilités sur {1,...,7}.

(variable aléatoire discréte)

Soit X une variable aléatoire discréte a valeurs dans { 1,2,...,n } de loi:
PX=9)=Ki Vie{l2...n}

ou K est une constante.

1. Déterminer la valeur de la constante K.

2. Déterminer la fonction de répartition de la loi de X.
3. Déterminer la loide Y =n — X.

(variable aléatoire discréte)

Soit X une variable aléatoire discréte a valeurs dans { 1,2,...,5} de loi:
PX=9)=K(6—-1i) Vie{l2,...5}

ou K est une constante.

1. Déterminer la valeur de la constante K.
2. Déterminer la loi de U = max{X,5 — X}.
3. Déterminer la loi de V = min{X,5 — X}.
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Mathématiques du Signal Aléatoire

(calculs de lois)

Soit X et Y deux variables aléatoires discretes, indépendantes & valeurs
dans { 0,1} de lois respectives:

P(le):pl,P(X:O):l—pl,P(Yzl):pz,P(YZO):l—p2

Onpose Uy=X+Y et Up=XY.
1. Déterminer les lois de U;j et de Us.
2. Calculer E[Ui|, Var[Ui], E[Us] et Var[Us).

(calculs de lois)

Soit X et Y deux variables aléatoires discrétes, indépendantes & de lois
respectives:

P(X=-1)=p; , P(X=0)=py, P(X=1)=p3 avec p1+p2+p3=1

6
m2k2

Déterminer laloide Z=X+Y.

PY=k) = ke N*.

(densité de probabilités)

On considére la fonction suivante:
Az si 0<z<1
i@={ 5 0> 0)
7( PERSE si z>1
1. Exprimer A et B en fonction de 6 de sorte que f soit continue en 1

et la densités de la loi d’une varaiable aléatoire X.
2. Peut-on trouver 6y tel que E[X] =6, ?

(fonction indicatrice)

Soit X une variable aléatoire réelle suivant la loi uniforme sur l'intervalle
[—2,2], de densité: fx(z) = Z]l[,Q,Q] (). On définit les variables aléatoires
UetVopar: U= 1_;5(X) et U=XT_5n(X).

Calculer E[U],Var[U] et E[V],Var[V].

> On utilisera: E[(X)] = / " @) fx (@) da

—0oQ
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@ Mathématiques du Signal Aléatoire

(calculs des moments)

Soit X une variable aléatoire réelle dont la loi admet la densité:
fx(@) =Xxe Mhgoz) A>0.

1. Vérifier que fx est bien une densité de probabilités.

2. Déterminer Fx la fonction de répartition de la loi de X.

3. Pour k€ N*, calculer E[X*]. En déduire Var[X].

4. Soit Y une autre variable aléatoire dont la loi admet la densité:

fy(y) = C(zo) fx () Uy oof(y) T0ER.

4.1. Déterminer la valeur de C(zy).
4.2. Calculer E[Y] et Var[Y].

(densité de probabilités)

On consideére la fonction g définie par:

g(z) =< 10 si —2<z<2
8+ =z si 2<zx<4

o0
1. Calculer K :/ g(z) dx
—o0

2. Soit X une variable aléatoire réelle dont la loi admet la densité:

T
fx(z) = %
2.1. Calculer E[X] et Var[X].

2.2. Déterminer Fx la fonction de répartition de la loi de X .
2.3. Calculer P(0< X <2|X > -2).
2.4. Déterminer la loi de Y = X?2.

2.5. On définit la variable aléatoire Z par:
0 si 0<Y <4

7 =
Y sinon

ol 0 est un réel.
Déterminer u(0) = E[Z] et V(0) = Var[Z]. Pour quelle valeur de 8, V(0)

est-elle minimum? (on notera cette valeur 6). Que peut-on dire de (6)?
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Mathématiques du Signal Aléatoire

(médiane)

Soit X une variable aléatoire réelle dont la loi admet la densité:

fx@=2(1-2)Upg(@)  a>0

1. Déterminer Fx la fonction de répartition de la loi de X.
2. Calculer P( g <X <a).

3. Pour k € N*, calculer E[X*
4. Trouver 6 tel que Fx(0) =

]

. En déduire Var[X].
. (0 s’appelle la médiane de la loi de X).

N| =

(calculs des moments)

Soit X une variable aléatoire réelle dont la loi admet la densité:
fx(z) = K e N A>0

ou K est une constante.

1. Déterminer la valeur de la constante K.

2. Déterminer F'x la fonction de répartition de la loi de X.
3. Pour k € N*, calculer E[X*]. En déduire Var[X].

4. Pour a € R, calculer P(X > a).

(calculs de lois)

Soit X une variable aléatoire réelle de loi uniforme sur [0,1].
1. Déterminer la loi de U =sup{ X,1 — X }.
2. Déterminer la loide V =inf{ X,1 — X }.

(calculs de lois)

Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes.

Déterminer la loi de la somme S =X +Y si

1. X et Y suivent la méme loi uniforme sur [—1,1].

2. X suit la loi uniforme sur [0,1] et Y suit la loi uniforme sur [—1,2].

(polyndme de second degré)

Soit X une variable aléatoire réelle de loi uniforme sur [0,a].

1. Déterminer la loi U = X2

2. Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant la méme loi
uniforme sur [0,1].

2.1. Déterminer la loide Z = X? - Y.

2.2. On considére le polynéme Q(t) = 2 —2Xt+Y . Calculer la probabilité
que les racines de Q soient complexes.
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Mathématiques du Signal Aléatoire

(loi de Poisson)

On dit qu’une variable aléatoire discrete Z suit une loi de Poisson de pa-
ramére X\ > 0 sila loi de Z est donnée par:

k

P(zzk):e**% VkeN .

1. Calculer E[Z] et Var|Z].
2. Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant la méme loi
de Poisson de paramére . Déterminer la loide U =X +Y.

(loi géométrique)
On dit qu’une variable aléatoire discréete X suit une loi géométrique de
paramere 6, (0 < 0 < 1), silaloi de X est donnée par:

P(X=k)=0(1-0"1 VkeN*.

On définit la variable aléatoire Y par: Y = Max{X ,3}.

1. Déterminer la loi de Y.
2. Déterminer E[Y]et Var[Y].

(calculs de lois)

Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant la méme loi
uniforme sur lintervalle [0,1].

X
+

1. Déterminer la loide U =

2. Calculer E[U] et Var[U].

b
l-<

» On utilisera: E[h(X,Y)]

Il
T
3 8

/_ - h(z.y) fx,y(z,y) dzdy

(calculs de lois)

Soit X une variable aléatoire réelle de loi uniforme sur [0,1].
On pose ¥ = X(1 — X).
1. Déterminer la loi de Y.

2. Calculer E[Y] et Var[Y].

> On utilisera: E[h(X)] = / " his) fx(z) d

—0oQ
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Mathématiques du Signal Aléatoire

(calculs de lois)
1

Soit X une variable aléatoire réelle de densité: fx(z) = (R To,o0((Z)-
x

1) Déterminer la densité de la loi de U = v/ X.
2) Pour n > 0, déterminer P(U > 7).

(calculs de lois)

Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes de lois respectives:
_ 1 _
Fx(@) = e T uoi(@) 5 fr(y) = 59” e Doof(y)

X
Onpose: S=X+Y et U:?'

1. Déterminer la loi du couple (S,U).
2. Déterminer la loi marginale de U .

3. § et U sont-elles indépendantes?

o0 o0
> On utilisera: E[h(X,Y)] = / / hw.y) fxy (2.y) do dy
—o00 J—00

(indépendance )

Soit X et Y deux variables aléatoires réelles de lois respectives:

1
fx(@)=Xe My o(x) (A>0 et fy(y) = py Tr,27(¥)-
Onpose U =+vVXcosY et V =+XsinY .

Montrer que U et V sont indépendantes et suivent la méme loi.

o o0
> On utilisera: E[h(X,Y)] = / / Mgl el dacly
—o00 J—00

(coefficient de corrélation )

Soit ( X,Y ) un couple de variables aléatoires dont la loi admet la densité:

fxy(zy)=(y—x) ]1]0,1[(35) ]1]1,2[(y) .

Calculer p le coefficient de corrélation entre X et Y.
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[10] Mathématiques du Signal Aléatoire

(lois conditionnelles)

Soit X et Y deux variables aléatoires réelles. On suppose que

1
e la loi de X admet le densité  fx(z) = :13—2|— e ® ]1}0,00[(37).

e Conditionnellement & { X =z }, la loi de Y a pour densité

x+y
1+z

fy(y|z) = e”? oo (y) -

1. Déterminer la loi de X, sachant {Y =y }.
2. Pour k € N*, calculer E[X* |Y = y]. En déduire Var[X |Y =1y].

3. Calculer p le coefficient de corrélation linéaire entre X et Y.

(coefficient de corrélation )

Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires réelles dont la loi admet la
densité

fxy(@y) = K (2 +y°) exp{ (2" + 4%) } o 00/() Bo,00/(¥) -

1. En effectuant le changement de variables: z = /r cosf , y = /7 sinf,
déterminer la valeur de la constante K.

2. Calculer p le coefficient de corrélation linéaire entre X et Y.

(lois conditionnelles)

Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires réelles dont la loi admet la
densité

fxy(zy) = K=y ]]{O<z<y<1} .

. Déterminer la valeur de la constante K.

. Déterminer les lois marginales de X et de Y.

.Pour k€ Net se€N, calculer E[X*Y*]. En déduire Cov(X,Y).
. Déterminer la loi de X sachant {Y =y }.

. Calculer E[X |Y =y et Var[X |Y =y].

. Déterminer la loi de Y, sachant { X ==z }.

. Calculer E[Y | X =z] et Var[Y | X =z].

N O O W N
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Mathématiques du Signal Aléatoire

(lois conditionnelles)

Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant la méme loi
géométrique de paramétre 0, ie. VkeN* |, P(X =Fk)=6(1—-0)" 1.

1. Déterminer la loi conditionnelle de X sachant { X +Y =m }.

2. Déterminer E[X | X +Y =m]et Var[X | X +Y =m)].

(lois conditionnelles)

Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant la méme loi
uniforme sur [0,6].

1. Déterminer la loi conditionnelle de X sachant { X +Y = s }.

2. Déterminer E[X | X +Y =s]et Var[X | X +Y =s].

(lois conditionnelles)

On suppose que le nombre de passages de véhicules en un point de l'au-
toroute A6 pendant un intervalle de temps I suit une loi de Poisson de
parametre A; dans le sens Paris-Province et une loi de Poisson de parametre
Ao dans le sens Province-Paris.

1. Déterminer la loi du nombre total de passages (quelle que soit la direction
prise par les véhicules) en ce point de 'autoroute A6 pendant un intervalle
de temps I .

2. Déterminer la probabilité p que, sur un nombre total égal & N, il y ait
M dans le sens Province-Paris.

(statistiques d’ordre)

Soit ( X,Y ) un couple de variables aléatoires réelles dont la loi admet la
densité:
Fxy(@y) =02e L gcocyy (60>0) .

1. Pour k € Net s €N, calculer E[X*Y?).

2. Calculer p le coefficient de corrélation entre X et Y.

3.0npose: U=X+Yet V=Y-—X.

3.1. Déterminer la loi du couple (U,V ).

3.2. U et V sont-elles indépendantes?

3.3. Déterminer Fy la fonction de répartition de la loi de V.

4. Soit Vi,...,V, des variables aléatoires indépendantes suivant la méme loi
que V. On pose: Z, =inf{ V4,...,V,, } et T, =sup{ V4,...,V,, }.

4.1. Déterminer les lois marginales de Z, et de Tj,.
4.2. Calculer E[Z,] et Var[Z,).
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[12] Mathématiques du Signal Aléatoire

(durée de vie)

Un systéme électronique, ayant une entrée F et une sortie S est constitué de
trois composantes C7, Cy et C5 montés en parallele selon le schéma suivant :

|

Cy

EIREIRE

Le systéeme cesse de fonctionner quand il n’y a plus de chemin entre E et
S. Soit T, T et T3 les durées de vie respectives des composants Cq, C5 et
C3. On suppose que ce sont des variables aléatoires réelles indépendantes de
lois:

filmg) = Aj e N Tl i) =123 (A >0)

Déterminer la loi de la durée de vie du systeme.

(fonction caractéristique)

Soit Xi,...,X, des variables aléatoires réelles indépendantes suivant la
méme loi de fonction de répartition F.

Pour k=1,...,nlonpose Yy =1 x,59; €t Sp=Y1+...+Y,.

1. Déterminer ¢y, la fonction caractéristique de la loi de Y.

2. Déterminer g, la fonction caractéristique de la loi de S,.

D ENGET (variables gaussiennes)

Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant la méme loi

N(0,1).

X
Onpose: U=X?4+Y?2 et V=

VX2 +Y?
1. Déterminer la loi du couple (U,V).
2. U et V sont-elles indépendantes?

I NG (vecteurs gaussiens)

Soit X = ¥( X1,X5) un vecteur Gaussien N3(0,I3) o1 Iy désigne la matrice
identité de dimension 2.
Pour 6§ € R, I'on définit le vecteur Y = (Y1,Ys ) par:

Y7 = cosf X7 + sinf X5
Y5 = —sinf X + cosf Xo

Déterminer la loi de Y. Y; et Y5 sont-elles indépendantes?
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Mathématiques du Signal Aléatoire

I CRGEYE (vecteurs gaussiens)

Soit X = *( X1,X9,X3 ) un vecteur Gaussien N3(0,I3) ou I3 désigne la
matrice identité de dimension 3. On définit le vecteur Y = (Y},Y5,Y3)

Yi=X;
par: Yo =Xo — X4
Y3 =X3 - Xo

1. Déterminer la loi de Y. Y1, Y5 et Y3 sont-elles indépendantes?
2. Déterminer la loi de Y3, sachant { (Y1,Y2) = (y1,¥2) }

(vecteurs gaussiens)
Soit X = !(X1,X9,X3,X4) un vecteur Gaussien N;(Mx,Vx) ot Mx = 0
et

6 1 1 1
1 66 2 2

Vx = 1 2 0 3 (9>3)
1 2 3 60

On définit le vecteur Y = (Y7,Ys) par: { 2 ; ‘;()21__)22;; 2_)24 Xs 4 X,
1. Déterminer la loi de Y .

2. Déterminer 6, de sorte que Y7 et Y5 soient indépendantes.

3. On suppose § = 5. Déterminer la loi conditionnelle de Y; sachant

{Y2 =y2} et puis calculer E[Y] | Y2] et Var[Y; | Ys].

IDCRGNE (vecteurs gaussiens)

Soit X = ¥( X1, X2, X3) un vecteur Gaussien N3(Mx,Vx) ot Mx = 0 et

1 0 -1
Vx = 0 2 2
-1 2 5

Yi=X1+ X3
On définit le vecteur Y = (Y, Ys,Y3) par: Yy = aXy 42X + 8X3
YV3=—-X1—Xo+ X3
1. Déterminer la loi de Y .
2. Pour quelles valeurs de a et 3, (Y7 et Ys) et (Y et Y3) sont-elles
indépendantes?
3. Déterminer la loi du couple (Y1, Y3).

En déduire la loi conditionnelle de Y7 sachant {Y3 = y3} et puis calculer
E[Y1 | Yg] et VG/I“[Yl | YE;] .
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[14]  Mathématiques du Signal Aléatoire

I CNGEEN (vecteurs gaussiens)

Soit X = ( X,X5,X3) un vecteur gaussien N3(Mx ,Vx) avec Mx = 0 et

9 -2 2
Vx=| -2 9 2
2 2 5

On définit le vecteur Y = ?(Y7,Ys,Y3) par Y = AX avec

a a —2a
A=|p p B
vy v 0

outa>0,8>0etvy>0.

1. Montrer que Y1, Y5 et Y3 sont indépendantes.
1

%,ﬁ:%et’)’:\/ﬁ

2.1. Calculer le produit A*A. (*A désigne la transposée de A).
2.1. On pose: Q(X) = X Vx X. Calculer E[Q(X)] et Var[Q(X)].

2. Dans la suite on pose: a =

On rappelle que si U suit une loi N'(0,0%) alors:

(202)* 1

NG Tk + <)

Vke N*  E[U%] = 5

avec Ya >0 T'(1+4a)=aTl(a).

I VGBI (vecteurs gaussiens)

Soit X = *( X1,X2,X3) un vecteur Gaussien N3(Mx,Vx) oi Mx =
b(1,—3,1) et

4 3 -1
Vx = 3 4 1
-1 1 3

On définit le vecteur Y = ?(Y7,Y5,Y3 ) par:

Y, = X; — Xy — 4X;
Yy = 3X; — Xy + 5X;
Y3 =2X; — Xo + X3

1. Déterminer la loi de Y.
2. Y1, Y5 et Y3 sont-elles indépendantes?
3. Calculer E[XlXQ], E[X1X3] et E[XQX?,]
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I CRGYA (vecteurs gaussiens)

Soit X = (X1, X5, X3,X4) un vecteur Gaussien Ny(Mx,Vx) ot Mx = 0
et

4 -2 0 0
2 5 0 0
Vx=1 9 o 3 -1

0 0 -1 5
On définit le vecteur Y = (Y7, Ys,Y3) par:

Y1=5X1+X2+BX3+04X4
Yo =X — Xo+ Xy
Y5=-X1-Xo+ X3

1. Déterminer la loi de Y .
2. Pour quelles valeurs de a et [, Yi,Ys, Ys; sont-elles indépendantes?
Sous cette condition, calculer E[Y? Yy YZ].

(erreur de Uapprozimation)

Soit U une variable aléatoire réelle suivant une loi uniforme sur l'intervalle
[—1,1] de densité fy(u) = 511[71,1](”)- On définit les variables aléatoires
X,Y,Z par: X = cos3(nU), Y = cos?(nU) et Z = cos(nU).

1. Déterminer Kx y,z la matrice variance-covariance du vecteur (X,Y,Z).
2. En utilisant le théoréme 13.15 déterminer:

2.1. X la meilleur approximation de X par une variable aléatoire de la forme
B+a1Y +asZ.

2.2. | X — X||?> I'erreur de Papproximation.

) 0 sin=2m+1
» On admet que: / cos™(m6) df = om
! —432" si n=2m
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(Théoréme Limite Centrale)

Soit (Xp,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes suivant la méme loi:
-1

(z+ 1)

Ve=-101,... P(X;=z)=

On pose: S, =X1+...+X,.
1. Déterminer la loi de §S,,.

2. En utilisant le Théoréme Limite Centrale montrer que lim P(S, <0) =
n—oQ
1

5.

(convergence en probabilité)

Soit ( Xy )p>1 une suite de variables aléatoires indépendantes suivant la
méme loi Bernoulli de parameétre p (0 < p < 1). On pose Y, = X, + Xpp41-
1. Déterminer la loi de Y,,. En déduire E[Y,] et Var[Y,].

: 1 <
2. Soit T, = — Z_;Y,
2.1. Calculer E[T},] et Var[Ty).
2.2. Montrer que T;, converge en probabilité vers la variable presque stirement
égale a 2p.

(convergence)

Soit ( Xy )n>1 et (Y )n>1 deux suites de variables aléatoires indépendantes
(pour tout 7, X; et Y; indépendantes entre elles) de lois respectives:

Vi, P(Xi=—1)=p, P(X;=1)=1—-p (0<p<1)

Vi, VkeN, P(Y;=1)=(1-6)6* (0<0<1).

n
On pose S, = ZXi Y;.
i=1
1. Calculer E[Sy] et Var[Sy].
2. On suppose p = % Montrer que pour tout réel n > 0, les limites:

lim P(|S,|<nn) et lim P(|S,|<nvn)
n—oo

n—0o0

existent et trouver leurs valeurs.
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I CRGEEYE (convergence en loi)

Soit (X, )n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes suivant la méme

, 1 1 &

loi: P(X, = :|:2—n) =3 On pose: S, = ;Xk.

1. Déterminer ¢x, la fonction caractéristique de Xj.

2. Montrer que S, converge en loi vers une variable aléatoire que I'on
précisera.

(Théoréme Limite Centrale)

Soit ( X, )n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes suivant la
n

méme loi de Poisson de parameétre 1. On pose: S, = Y X.
i=1

1. Déterminer la loi de S,,.

n k
) _ n

2. En utilisant le Théoréme Limite Centrale montrer que lim e " E — =
n—00 = k!

B O (convergence en loi)

Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes. On suupose que:
e X est a valeurs dans {—1,0,1} de loi:

P(X=0)=1-0,P(X=-1)=P(X =1) =

e laloi de Y est uniforme sur I'intervalle [—1,1], i.e.:

fr(y) = %]1[71,1](?/)-

1.Onpose: U=XY .

1.1. Déterminer g la fonction caratéristique de U.
1.2. Déterminer E[U] et Var[U].

2. Soit (Up)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes suivant la

n
méme loi que U. On pose: S, = Z Ug. Pour 1 > 0, calculer:
k=1
2.1. nll)rgoPﬂ Sn |[< nn).

2.2.  lim P(| S, |<nvn).
n—oQ
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(convergence)

Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires réelles dont la loi admet la
densité :

1 1
Prrle) =+ @) e (<1 @42 ) Ve>0,y>0.

1.Onpose: U=+vVX2+Y2.

1.1. X et Y sont-elles indépendantes?
1.2. Déterminer la loi du couple (X, U).
1.3. Déterminer la densité de la loi conditionnelle de X sachant {U = u}.

On la notera ‘ fulz) = fx(z | u) ‘
1.4. Calculer pu, = E[X |U =u] et 02 =Var[X |U =4].

2. Soit Xi,...,X, une suite de variables aléatoires réelles indépendantes
suivant la méme loi de densité f,(x).
Onpose: X, =~ (X1 +...+X,).

n

2.1. Etudier la convergence en moyenne quadratique de X, .
— 2u . . (o
2.2. Montrer que v/n (X, — —) converge en loi vers une variable aléatoire
T
dont on déterminera la loi.

On rappelle que:

d\ . te
/ \/T—)\? = Arcsm)\ + C

/\/1—)\2 dX = (Arcsin/\+)\\/1—)\2)+0te .

1
2
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(convergence)

Soit X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes suivant la méme
loi uniforme sur Pintervalle ]0, 1].

1.Onpose: U=X-Y .

1.1. Déterminer la loi du couple (X,U).

1.2. Déterminer la densité de la loi conditionnelle de X sachant {U =u}.

On la notera‘ fulz) = fx(z | u) ‘
1.3. Calculer p, = E[X |U =u] et 02 =Var[X |U =] .

u g
2. Soit Xi,...,X, une suite de variables aléatoires réelles indépendantes

suivant la méme loi de densité fo(zx) .

— 1
On pose: Xn:E(Xl—I—...—i—Xn).

2.1. Etudier la convergence en moyenne quadratique de X, .
2.2. Montrer que v 12n (X, — up) converge en loi vers une variable aléatoire
dont on déterminera la loi.

(convergence)

1
Soit (X,Y) un couple de variables aléatoire deloi: fx y(z,y) = 2 (y —z)?e¥ Lococy<oo}

1.Onpose: U=Y — X.

1.1. Déterminer la loi du couple (Y,U).

1.2. Y et U sont-elles indépendantes?

1.3. Déterminer la loi conditionnelle de Y sachant {U = u}.

On la notera | fu(y) = fv(y | u) |
1.4. Calculer pu, = E[Y |U =u] et 02 =Var[Y |U =u].
2. Soit Yi,...,Y, une suite de variables aléatoires indépendantes suivant la

1

Montrer que /n (V,, — j,) converge en loi vers la variable aléatoire V' dont
on précisera la loi.

(convergence)

méme loi de densité f,(y). On pose: V, =

Soit Xi,...,X, des variables aléatoires indépendantes suivant la méme loi
1
de densité: f(z) = — Vz € R.
f(@) w1+ 2

On pose: M, = sup{X1,Xo,...,Xn}.

1. Déterminer la loi de M,,.

2. Pour 7 > 0 donné, calculer li_)m P( M, >nn).
n—oo

1
On rappelle que , V8 >0, Arctgf + Arctga = g
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(signal analogique)

On consideére le signal analogique X défini par: X (t,w) = tU;(w)+(1—t) Uz (w)
ol U; et Us sont des variables aléatoires indépendantes, centrées et réduites.
Calculer La moyenne, la fonction covariance, la variance et la fonction au-
tocorrélation de X.

(signal analogique)

On consideére le signal analogique X défini par: X (t,w) = sin(tU(w)), ou U
est une variable aléatoire de loi uniforme sur [—m,7]. Calculer La moyenne,
la fonction covariance, la variance et la fonction autocorrélation de X.

(signal numérique)

On consideére le signal numéique X défini par:
X(nw) = V(w)sin(na + U(w))

ou a est une constante connue, U et V sont des variables aléatoires
indépendantes suivant la méme loi uniforme sur [—m,7].

Calculer La moyenne, la fonction covariance, la variance et la fonction au-
tocorrélation de X.

(signal numérique)

On considére le signal numéique X défini par: X (n,w) = acos(bn+U(w)),
ol a et b sont des constantes connues et U est une variable aléatoire de loi
uniforme sur [—m,7].

Calculer La moyenne, la fonction covariance, la variance et la fonction au-
tocorrélation de X.

(signal numérique)

On considére le signal numéique X défini par: X (nw) = U(w)sin(an+b),
ol a et bsont des constantes connues et U est une variable aléatoire de loi
N(0,62).

Calculer La moyenne, la fonction covariance, la variance et la fonction au-
tocorrélation de X.
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(signal numérique)

On considére le signal numéique X défini par: X (n,w) = acos(U(w)n+b),
ou a et bsont des constantes connues et U est une variable aléatoire de loi
uniforme sur [—0.0] (6 > 0).

Calculer La moyenne, la fonction covariance, la variance et la fonction au-
tocorrélation de X.

(signal stationnaire au second ordre)
1. Soit Y et Z deux variables aléatoires vérifiant :

e laloide Z admet la densité: fz(z) =e * Ty [(2)
e la loi conditionnelle de Y sachant {Z = z} a pour densité:

fwlz=m=-0-Lh . ) .

Calculer E[Y | Z] et E[Y?]| Z].

2. On considere le signal analogique X défini par:
X(t,w) = V3Y (w) exp( —2intZ(w)) .

2.1. Montrer que X est stationnaire au second ordre.
2.2. Calculer Py la puissance de X .
2.3. Déterminer Sx la densité spectrale de puissance de X .

(signal stationnaire au second ordre)
On considére X le processus & temps discret, défini par:

N
X(n,w) = \/% kz:; Y(n—k,w)sin(2nZ;(w)) VneZ

ou N>1, Zy,...,Zyn sont des variables aléatoires indépendantes suivant
la méme loi uniforme sur l'intervalle ]0, 1[ et Y est un processus & temps
discret, stationnaire au second ordre indépendant de Zi, ...,Zy .

Dans la suite on netra: Ry , Py et Sy la fonction autocorrélation, la
puissance et le spectre de puissance de Y .

1. Montrer que X est stationnaire au second ordre.

2. Calculer Px la puissance de X .

3. Déterminer Sx le spectre de puissance de X .
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(signal stationnaire au second ordre)

Soit Y un signal analogique centré et stationnaire au second ordre de fonction
autocorrélation Ry, de puissance Py et du spectre de puissance Sy. On
considére le signal analogique X définie par:

X(tw)=Y({tw)+ Z(w)Y(t —1w)
ou Z est une variable aléatoire discréte a valeurs dans {—2,—1,0,1,2} de loi:

2
P(Z:O):l—%O,P(Z::I:l):g,P(Z::I:2)=§ (0<6<3)

et indépendante de Y (t,w).
1. Montrer que X est stationnaire au second ordre.
2. Déterminer Px la puissance de X.

6727r|’r\

3. On suppose que Ry (1) = . Déterminer Sx la densité spectrale de

puissance de X.

(signal stationnaire au second ordre)

Soit U une variable aléatoire réelle de loi uniforme sur [0,27] et K une
autre variable aléatoire discréte, indépendante de U, a valeurs dans Z de loi
pr = P(K = k). On définit le signal analogique X (¢,w) par:

X (t,w) = cos 27K (w) + U(w))

1. X est-il stationnaire au second ordre?
2. Calculer Px la puissance de X.

3. Déterminer Sx le spectre de puissance de X.

(filtre numérique)

On considére un filtre numérique d’entrée X et la sortie Y :

Y(nw)= > h(n—k) X(kw), ou X est centré, stationnaire au seond ordre
k€EZ
de fonction d’autocorrélation Ry , de spectre de puissance Sx et la réponse

impulsionnelle h est définie par:

0 si ne{1,2}
h(n) = (0 € R)
1—460 sin=0
1) Déterminer le spectre de puissance de Y. En déduire Ry.

2) Déterminer la fonction d’intercorrélation entrée/sortie: Rxy .
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(Annexe A

Intégrales doubles

Calculer les intégrales doubles suivantes:

n- [ (v — z)dz dy
{0<z<1, —1<y<1}

L = // 2% ydx dy
{ —2<z<y<1}

13:// (y — z)dz dy
{O0<z<y<2}

I, = // e Ydx dy
{0<z<y<oo }

I; = // zdz dy
{0<z<1, —1<z+y<1}

16:// ze Ydxdy
{0<z<y<o0o }

I7:// ye Ydrdy
{0<z<y<oo }

Iy = // e~ (@) gz dy
{0<z<y<oo }

Ig:// (y—z)*e Vdzdy (a>0)
{0<z<y<oo }

I10=// (z+7) do dy
{0<z<1,2+y<3,y>1}
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oo o
I, = / / |y — | eSUP(EY) gy dy
0 0

112:// (m—}—y)dacdy
{0<z<1,-1<y<2,0<z+y<2}
T
113 = // ———=dx d’y
o100 L+ 2%y
1 / / 7 d
14 = T g azray
{0<r<y<oo } 1+ (y - x)Q
7 // dx dy
15 = T3 g
10,00[x]0,00] (1 + 22 +42)?
oo dx dy
Iig = 0
16 /0 /0 (1 + 22 + y2)ot! (@>0)
I = / / e T2 g gy
RXR
Lig = // R
RXR
I = // Ty e~ =y’ g dy
R

XR
_[20 = // (iE + y) 67w2i2 Yy’ dr dy
RXR
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(Annexe B]

Suites numériques réelles

1. Soit (up)n>0 une suite réelle vérifiant la relation:
o Uy = B up_1 (El)

avec la condition initiale wuyg.
On chercher une solution de E; sous la forme u, = R"™ avec R # 0.

L’équation E; devient donc R" ! (& R — ) = 0, ce qui donne R = é Donc
e

g

n
la solution générale de F; est donnée par: u, = A (—) . La constante A
@

est déterminée par la condition initiale ug, soit A = ug. Donc

(o)
Up = UQ o

2. Soit (un)n>0 une suite réelle vérifiant la relation:
o Uy =B up—1 + Y (EQ)

avec la condition initiale wuy.
Posons u, = v, + A . L’équation Fy devient donc

avyt+aX=Lfv,1+LBA+y

av, =01+ AB—a)+y (B

v
a—f

4 . ! . .
Donc, I’équation E, devient a v, = 8 v,—1 ce qui de la forme F;. on a donc

()
VUn = Vg o

On choisit A de sorte que A(8—a) + v =0, soit |\ =
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3. Soit (un)n>0 une suite réelle vérifiant la relation:
a Uy = ﬁ Up—1 + Y Un—2 (E3)

avec les conditions initiales ug et uq .
On chercher une solution de FEj3 sous la forme u, = R"™ avec R # 0.
L’équation E3 devient donc R™ 2 (aR2 — B R-— 'y) = 0, soit

aR?—BR—y=0 (E)

Notons A = /32 + 4ary .

1. Si A >0, alors E; admet deux racines distinctes :

R B+ VP +4day ot R _ B—P?+day
1= 2 = .
2a 2a

Donc, la solution générale de E3 est donnée par:
u, = A R + B R} . Les constantes A et B sont déterminées par les
conditions initiales ug et uy , soit

a (’u,oRQ — ’u,1)
A

a (u1 — ’u,()Rl)
A

A=

B =

2. SiA =0, alors Eg admet une racine double: Ry = QE et dong, la
@

solution générale de F3 est donnée par:
un, = A R} + Bn R{ . Les constantes A et B sont déterminées par les
conditions initiales ug et uy , soit

A= (%)
9 _
g2 (u1 — )
B
4. Soit (up)n>0 une suite réelle vérifiant la relation:
aUup = :6 Up—1 + Y Up—2+ 1) (E4)

avec les conditions initiales ug et uq .
Posons: wu, = v, + A. L’équation E4 devient donc

a'Un:ﬁvnfl+7vn72+)\(ﬂ+7_a)+5 (E:l)

0
a—fB—vy

Donc, I'équation E:l devient ‘own = Bvp_1+ YU 2 ‘ ce qui de la forme Fj3.

On choisit A de sorte que A (8 + v —a) + 6 = 0 soit, | A =
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