MVA101 Analyse et calcul matriciel Jacques Vélu (CNAM)

Chapitre 3 — Séries entiéres

1 Somme d’une série entiére

Une série entiere est une série de la forme : ag+a1z+ayz> +- - - +a,z"+- -+, avec z,a, 41,4z, . . .
des nombres réels ou complexes. Les nombres ag, a1, a2, . .. sont les coefficients de la série et z
est la variable.

(o]

Quand z est complexe, S(z) = Z a,z" est une fonction complexe d'une variable complexe.
n=0
Les séries entieres généralisent donc les polyndmes.

Le domaine de convergence est I'ensemble des z pour lesquels la série entiere converge.
Lemme d’Abel

Soit @ # 0. Si a, a" est borné quand n tend vers l'infini, la série entiere converge absolu-
ment quel que soit zavec |z| < |a].
z |”
a

zi’l
la, o | <M = |anz”|<M|—|
[0

Démonstration

la, 2" | = la, a"|

. . . . . z|n .
Si|z| < |a| lasérie|a, z" | est majorée par la série géométrique de terme général M ‘ - ‘ qui
o

converge. Donc la série entiere est absolument convergente, donc convergente.

On arrive a un domaine de taille maximale et 3 cas sont possibles :

1. La série entiere converge pour tous les points .

situés a l'intérieur d'un disque de rayon R plus 3 "
éventuellement en des points placés sur le bord du .
disque. o~ 1
R est le rayon de convergence de la série et l'intérieur
du disque s’appelle le disque de convergence. R
Exemple: 1+z+2z2+--+z"+--- R=1

]
Y

2. Lasérie entiere converge uniquementlorsquez = 0; i
dans ce cas R = 0 et le disque de convergence est vide. .

Y

Exemple : 1T+ z+2122+ - 4+nlz"+--.

3. La série entiere converge dans tout le plan com-
plexe. Alors R = oo et le disque de convergence est
tout le plan complexe. of 1
2 n
z oz z
Exemple : 1+ﬁ+5+~-~+m+-~
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Théoreme 1
e |z|<R = lasérieconverge = lim|a,z"|=0
n—oo
e |z|>R = |a,z"|n'estpasborné = la série diverge.
Théoreme 2

e Lasérieconverge = |[z|<R.
e Lasériediverge = |[z|>R

a 1
Application de la régle de d’Alembert  lim Z+1 =L = R=<
n—0oo n
1 1
avec — =ocoet— =0
0 00
4 : : n . . Apey 2" . An+1
Démonstration Soit u, = |a,z" | alors lim = lim |[—— | = lim z|=Lz
n—oo un Nn—00 an z n—oo [Zn

L|z|<1 = convergenceet L|z|>1 = divergence.

n 1
Application de la régle de Cauchy r}im la,| =L = R = I

Vla, | mais R = 1.

Remarque 1+z2+z%+20+.. +2%"+...

1

limsup /|4y |
n—oo

R=

2 Opérations sur les séries entieres

[o¢]

On part de deux séries entieres:  S(z) = Z 2" [Rq] T(z) = Z b,z" [Ro].
n=0 n=0

e Somme  S(z) + T(z) = Z (an+by)z"  [Rs > inf(Ry, Ry)]
n=0
o) n
o Produit  S(z) T(z) = Z Cy = Z aby—p|  [Ry>inf(Ry,Ry)]
n=0 =
e Quotient by #0 % [R5 # 0]

On calcule les coefficients en faisant une division selon les puissances croissantes.

ap + mz + a, 22 +-- 11 + b1z +--

ap + aoblz + a0b222 +--- |4

(@ —agh)z + (a2 —aby)z* +---
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e Composée S(z) = Z z" [Rq #0] T(z) = Z b,z" [Ry # 0]
n=0 n=0
bh=0 = S(T(2)= Z 4,T(z)" [Rg # 0]
n=0

Cas particulier T(z)y=bz" = |[S(bZ)= Z a,b"z"
n=0

Exemple

Zb“ m=1+bz +b*z% +--

1- n=0

3 Propriétés des sommes de séries entiéres

(o]
Théoreme : 5(z) = Z a,z" est continue, dérivable et :
n=0

h (o] (o]
lims(z-’_—=2n 1=Z(n+1)an+12”

=0 n=0 n=0

Z a, z" et Z(n + 1) a,41 2" ont le méme rayon de convergence.
n=0 n=0
Théoréeme : 5(z) est indéfiniment dérivable et :

- o (1 +k)!
S(k)(z):Z(n+l)(n+2)---(n+k)anz”:Z(n )anz”
n=0 n=0
SO(z) v (n+k) s®(0)
T M ralt _ZC”+k”” o
Exemple
A SRR
1-z
;:1+22+322+---+(n+1)z”+~~~
(1-2z)
1 2
#=1+3z+622+...+w27’1+
(1-2z)3 2
_:1+kz+...+(”+1)(n+2)'“(”+k_1)n
(1-z) (k-1)!
k>2
Théoréeme C+apz+ %122+~~+ a”T_lz”+~-- avec C une constante quelconque, est

une primitive de S(z). Son rayon de convergence est le méme que celui de 5(z).

3
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4 Développement en série entiere

Soit f(z) une fonction complexe de la variable complexe z et soit zy un nombre complexe.
On dit quef(z) est développable en série entiere au voisinage de zo quand il existe une série
entiere ayant un rayon de convergence non nul, telle que, quel que soit z dans le disque de
convergence de la série :

[o0]

f(zo+2) = Z a,z"

n=0

Théoreme Si f(z) est développable en série entiére au voisinage de zp , elle est infiniment
dérivable dans un disque centré en z et :

O £(n)
fla+n =Y LB

k!
n=0

Cette série entiere s’appelle la série de Taylor au point zg .

Théoreme Si f est une fonction complexe d’une variable complexe, il suffit qu’elle soit
dérivable 1 fois en tout point d'un disque ouvert pour qu’elle soit développable en série
entiére au voisinage de tout point de ce disque.

Conséquence La condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction complexe d'une
variable complexe soit développable en série entiere au voisinage de tout point d"un disque
est qu’elle soit dérivable 1 fois en tout point de ce disque.

Une telle fonction s’appelle une fonction analytique.

1 f(zo) 1
= =
1-z n! (1= zp)"+!

0 f(n)(z) . ) n _ 1 = n
;)TOZ _;)(1—2:40)”“_(1—20);)(1—220)

Exemple f(z) =

Quand | z| < |1 - zo|la série géométrique converge et la somme de la série de Taylor est :

1 1 1

1-z)|q1__%2_| (-z0-2)
1—20

= f(z0 + 2)

est

Donc, quel que soit 29 # 1, la fonction f(z) = 1
-z

développable en série entiere au voisinage de zg .

Remarque : La condition | z| < |1 — zp | signifie que la .z

série de Taylor admet |1 — z | pour rayon de conver- 1"{@»"'

gence. La série de Taylor représente donc la fonction o

a l'intérieur du cercle centré en zo, qui passe par 1.

<
Y

Théoreme Soit f une fonction réelle, infiniment dérivable dans un intervalle ouvert 3.
Pour que f soit développable en série entiere au voisinage de x¢ € J, il faut et il suffit qu’il
existe deux nombre A et B tels que | f"(x)| < A B" quel que soit 1 > 0 et quel que soit x dans
un intervalle ouvert centré en xg .
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On utilise les théoremes précédents pour fabriquer des fonctions complexes d'une va-
riable complexe.

e On part d"une fonction réelle d'une variable réelle infiniment dérivable.
e On calcule ses dérivées.
® On écrit la série de Taylor.

¢ On I'utilise pour définir une fonction complexe d’"une variable complexe.

= - f e

n=0 n=0
oo 22 % S2p+1
= —1yY=— _
cosz pzz(;( 1) ) sinz = Z( (2P n 1)'
o0 Zn ;
ln(l—z)——;; ln(1+z)——nZ:;(—l) ;
Z2p+1 s 2
= -1y @ — -1 (x — -
arctanz = Z( 1) 21 (1+2z2) nZ:f al@a—1)---(a—n+1) T

5 Applications des séries entieres

Il y en a beaucoup d’applications des séries entieres, par exemple, elles permettent :

e de représenter toutes les fonctions complexes d'une variable complexe qui sont
dérivables.

e d’exprimer les solutions de certaines équations différentielles par leur série de Taylor.
e d’exprimer les termes de suites vérifiant certaines relations de récurrence.
Exemple : Recherche des solutions de I'équation différentielle :
Xy () + Y () +xy(x) =

développables en série entiere au voisinage de 0 :

y(x) = ag + ayx + apx® + -+ ayx + - -

xy(x) = apx + -+ ay—1x" +---
Yy = a + 2ax + -+ + m+1Dagax* +---
xy’(x) = 2a0x. + -+ 4+ (m+Dnaypx +---
m =0 ay,—1 +(n+ 1)2an+1 =0 (n=1)
ao ap =0
ag+4a, =0 a1 +9a; =0
a +16ag =0 az+2bas =0
ag + 366!6 =0 as + 49a; =0
gp—2 + (2p)az, =0 Ap—1 + (2p + 1)%app1 =0
(=1)Pag (=1)Pag ()P
Aoy = = azp41 =0 (x) = ag o
P X6 x.. X (2pR 22 P+ Y L4 20 (ply?



