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Chapitre 6 – Les Matrices

1 Les n-uples

1. Définition
I un couple, c’est 2 nombres rangés dans un certain ordre (2 ; 7)

I un triplet c’est 3 nombres rangés dans un certain ordre (8 ; −1 ; 6)

I un quadruplet c’est pareil avec 4 nombres (0 ; 3 ; 5 ; 3)

D’une façon générale, n nombres a1, a2, . . . , an (distincts ou confondus), numérotés de 1 à n, consti-
tuent un n-uple.

Les nombres a1, a2, . . . , an s’appellent les coefficients du n-uple et n est sa longueur. Le n-uple
(0 ; 0 ; . . . ; 0) dont tous les coefficients sont nuls, s’appelle le n-uple nul ; on le note O, ou On
quand on veut préciser sa longueur.

Si n est fixé, l’ensemble des n-uples à coefficients réels est noté Rn et l’ensemble des n-uples à
coefficients complexes est noté Cn.

2. Opérations
. Il est possible d’additionner deux n-uples :

α = ( a1 ; a2 ; . . . ; an )

β = ( b1 ; b2 ; . . . ; bn )

α + β = ( a1 + b1 ; a2 + b2 ; . . . ; an + bn )

. On peut multiplier un n-uple par un nombre :

α = (a1 ; a2 ; . . . ; an) ⇒ xα = (xa1 ; xa2 ; . . . ; xan)

. Le produit scalaire de deux n-uples, est le nombre :

< α , β >= a1b1 + a2b2 + · · · + anbn

Propriétés : a + b = b + a commutativité
a + (b + c) = (a + b) + c associativité

a + O = a O est élément neutre

α(β a) = (α β)a associativité
α(a + b) = α a + α b distributivité à gauche
(α + β)a = α a + β a distributivité à droite
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2 Les matrices

1. Les matrices sont une généralisation des n-uples :

• un n-uple c’est des nombres repérés par 1 indice,

• une matrice c’est des nombres repérés par 2 indices.

On se donne deux entiers m > 1 et n > 1. Une matrice de dimensions m × n, c’est mn nombres
(distincts ou confondus), repérés par deux indices i et j, le premier variant de 1 à m, le second de
1 à n.

Ces mn nombres s’appellent les coefficients de la matrice. Quand ils sont réels, on a une matrice
réelle, quand il sont complexes, on a une matrice complexe.

On note respectivement Matm,n(R) et Matm,n(C) l’ensemble des matrices de dimension m × n à
coefficients réels et à coefficients complexes.

2. On représente une matrice m × n en dessinant un tableau rectangulaire comprenant m lignes
numérotées de haut en bas de 1 à m et n colonnes numérotées de gauche à droite de 1 à n.

Le coefficient de la matrice A qui se trouve à l’intersection de la ligne portant le numéro i et de la
colonne portant le numéro j est noté A i, j :

Exemple : Une matrice 2 × 3 :

A =

(
A 1,1 A 1,2 A 1,3
A 2,1 A 2,2 A 2,3

)
Deux matrices sont égales quand elles ont les mêmes dimensions et les mêmes coefficients.

Écrire l’égalité de deux matrices m × n revient à écrire mn égalités.

3. On appelle matrice ligne toute matrice de dimensions 1 × n et matrice colonne toute matrice de
dimensions m × 1.

Une matrice ligne n’a qu’une seule ligne, une matrice colonne n’a qu’une seule colonne.
Une matrice 1 × 1 est un nombre.

On peut représenter un n-uple soit au moyen d’une matrice ligne, soit au moyen d’une matrice
colonne, cela dépend des besoins.

Exemple : Le triplet (2;−1; 7) peut être représenté par :
(
2 −1 7

)
ou par


2
−1

7

 .

3 Opérations sur les matrices

1. On peut additionner des matrices, à condition qu’elles aient les mêmes dimensions , et on obtient
pour somme une matrice qui a les mêmes dimensions : pour cela, on ajoute entre eux les coefficients qui
occupent la même position.

Si S = A + B, alors : S i, j = A i, j + B i, j

Exemple :
(
1 3 2
0 1 4

)
+

(
3 2 5
9 4 3

)
=

(
4 5 7
9 5 7

)
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2. La multiplication scalaire ou multiplication d’une matrice par un nombre, se fait en multipliant tous
les coefficients de la matrice par le nombre.

B = u A ⇐⇒ B i, j = u A i, j

Exemple : 10
(
0 3 2
2 1 1

)
=

(
0 30 20

20 10 10

)
3. On appelle matrice nulle de dimensions m × n, et on note Om,n, la matrice de dimensions m × n
ayant tous ses coefficients nuls.

Exemple : O2,3 =

(
0 0 0
0 0 0

)
Quand il n’y a pas de risque de confusion entre plusieurs matrices nulles de dimensions différentes
on écrit O au lieu de Om,n.

4. On note −A au lieu de (−1)A ; c’est la matrice qui se déduit de A en changeant le signe des
coefficients ; on l’appelle l’opposée de A.

5. Propriétés :
A + B = B + A
A + O = A

0A = O
u(A + B) = u A + u B

A + (B + C) = (A + B) + C
A + (−A) = O

u(v A) = (u v)A
(u + v)A = u A + v A

6. Produit : La multiplication de la matrice A par la matrice B donne une matrice notée AB.
Pour pouvoir calculer AB, il faut que le nombre de colonnes de A soit égal au nombre de lignes de B ; la
matrice AB a le même nombre de lignes que A et le même nombre de colonnes que B.

Si A est de dimensions m × n et B de dimensions n × p, leur produit est la matrice P = AB de
dimension m × p qui a pour coefficients :

P i, j = A i, 1B 1, j + A i, 2B 2, j + · · · + A i,nB n, j

• Li est le n-uple des coefficients de la ligne i dans A,
• C j est le n-uple des coefficients de la colonne j dans B,

P i, j =< Li,C j >

Li

Cj

P L Cij i j= < >,
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Exemple : A =

(
1 2 3
2 0 4

)
et B =


4 2 5 0
1 1 2 6
0 3 0 3



1   2   3
2   0   4

4
1
0

2
1
3

5
2
0

0
6
3

13 1   2   3
2   0   4

4
1
0

2
1
3

5
2
0

0
6
3

6 13 9 21

8 16 10 12
⇒ AB =

(
6 13 9 21
8 16 10 12

)

7. La transposée d’une matrice A de dimensions m×n est la matrice tA, de dimensions n×m, définie
par :

(tA) i, j = A i, j

Les lignes de tA sont les colonnes de A et les colonnes de tA sont les lignes de A :

A =

(
1 2 3 4
0 7 5 9

)
⇐⇒

tA =


1 0
2 7
3 5
4 9


t
(

tA
)

= A t(uA) = u tA t(A + B) = tA + tB

t
(
u1 A1 + u2 A2 + · · · + up Ap

)
= u1

tA1 + u2
tA2 + · · · + up

tAp

t(AB) = tB tA t
(
A1A2 · · ·Ap−1Ap

)
= tAp

tAp−1 · · ·
tA2

tA1

A(BC) = (AB)C u (AB) = (u A) B = A(u B)

A(B + C) = AB + AC (A + B)C = AC + BC

8. Et la commutativité ? La multiplication des nombres est commutative (xy = yx), mais celle des
matrices ne l’est pas en général :

• si A est de dimensions m× n et si B de dimension n× p, on peut calculer AB mais on ne peut pas
calculer BA, sauf si m est égal à p.

A

B

m

n

n

p

Am

n

Bn

p
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• si m = p, la matrice AB est de dimension m ×m et la matrice BA est de dimension n × n :

Am

n

Bn

m

AB

Am

n

Bn

m

BA

Le seul cas où il est raisonnable de se demander si AB = BA, c’est quand AB et BA existent toutes
les deux et quand elles ont les mêmes dimensions, donc quand m = n = p.

AB

A

B BA

A

B

4 Matrices carrées

1. Une matrice carrée d’ordre m est une matrice de dimensions m ×m.

On note Matm(R) l’ensemble des matrices carrées d’ordre m à coefficients réels et Matm(C) l’en-
semble des matrices carrées d’ordre m à coefficients complexes.

L’addition de deux matrices carrées d’ordre m, et leur multiplication, est toujours possible et
donnent des matrices carrées d’ordre m.

•Mat1(R) c’est R, Mat1(C) c’est C,
•Matm(R) est une généralisation de R,
•Matm(C) est une généralisation de C.

2. Si A et B sont des matrices carrées d’ordre m, les matrices AB et BA existent toutes les deux ;
sont-elles égales ?

Réponse : Il peut arriver que AB = BA, il n’y a qu’à prendre A = B, ou m = 1, mais quand m > 1 ce
n’est pas vrai en général.

Exemple :(
0 1
0 0

) (
0 0
1 0

)
=

(
1 0
0 0

)
A B AB

(
0 0
1 0

) (
0 1
0 0

)
=

(
0 0
0 1

)
B A BA

⇒ AB , BA
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3. Une matrice carrée possède 2 diagonales, mais une seule
joue un rôle important, on l’appelle la diagonale de la matrice ;
c’est la diagonale où se trouvent les coefficients dont les
indices de ligne et de colonne sont égaux ; ces coefficients
s’appellent les coefficients diagonaux.

4. On appelle matrice diagonale toute matrice dont les coeffi-
cients situés hors de la diagonale sont nuls.
La matrice nulle est une matrice diagonale.


2 0 0 0
0 0 0 0
0 0 3 0
0 0 0 7


5. On appelle matrice identité d’ordre m la matrice diagonale dont tous les coefficients diagonaux
sont égaux à 1 ; on la note Im, ou I quand il n’y a pas de risque de confusion entre plusieurs matrices
unités.

Exemple : I 3 =


1 0 0

0 1 0

0 0 1


Théorème : A Im = Im A = A quelle que soit A, matrice carrée d’ordre m.

Pour les matrices carrées d’ordre m :
. la matrice Im est l’analogue du nombre 1,
. la matrice Om est l’analogue du nombre 0.

6. Une matrice diagonale dont tous les coefficients diagonaux sont égaux s’appelle une matrice
scalaire. C’est une matrice de la forme uI avec u un nombre.
• Une matrice scalaire commute avec toutes les matrices : (uI) A = A (uI)

•Multiplier une matrice par une matrice scalaire revient à la multiplier par le coefficient situé sur
la diagonale de la matrice scalaire : (uI) A = u A

On peut assimiler la multiplication d’une matrice par un nombre à la multiplication, à droite, ou
à gauche, par la matrice scalaire associé à ce nombre.

7. Parmi les matrices carrées d’ordre m, la matrice Im joue le rôle du nombre 1. Il est naturel de se
demander si les matrices ont des inverses.

L’inverse de A devrait être une matrice qui donne la matrice I quand on la multiplie par A.
Mais la non commutativité de la multiplication, fait qu’on doit distinguer :
• l’inverse à gauche : une matrice A′ telle que I = A′A ,
• l’inverse à droite : une matrice A′′ telle que I = A A′′.

Théorème : Quand une matrice carrée possède une inverse à gauche, et une inverse à droite, ces
deux inverses sont égales.

[I = A′A]⇒ [I A′′ = (A′A)A′′]⇒ [A′′ = A′(AA′′)]⇒ [A′′ = A′ I]⇒ [A′′ = A′]

On appelle inverse de A, et on note A−1, une matrice telle que :

A−1A = A A−1 = I
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Une matrice qui a une inverse est une matrice inversible.

Théorème : Une matrice inversible a une seule inverse.

Démonstration : Si A1 et A2 sont des inverses de A, on a A1 A = I et A A2 = I, donc A1 est l’inverse à
gauche de A et A2 est son inverse à droite, d’où A1 = A2.

Questions :
• Q1 : Comment distinguer les matrices inversibles ?
• Q2 : Comment calculer l’inverse d’une matrice inversible ?
• Q3 : Y a-t-il des matrices inversibles d’un seul côté ?

Plus loin, on apprendra à reconnaı̂tre les matrices inversibles, à calculer leur inverse, et on verra
qu’il n’existe pas de matrice inversible d’un seul côté.

Théorème : Lorsque deux matrices carrées d’ordre m sont inversibles leur produit l’est aussi et :

(A B)−1 = B−1A−1

AB B−1A−1 = A (BB−1) A−1 = A I A−1 = A A−1 = I

B−1A−1 AB = B−1(A−1A) B = B I B−1 = BB−1 = I

La formule encadrée se généralise par récurrence à un produit quelconque de matrices :

(A1A2 · · · An)−1 = A−1
n A−1

n−1 · · · A−1
1

Théorème : Soit A une matrice inversible. Alors A−1 est inversible et son inverse c’est A :

(A−1)−1 = A

Démonstration : Les égalités A A−1 = A−1A = I écrites sous la forme A−1A = A A−1 = I montrent
que A est l’inverse de A−1.

Théorème : La transposée d’une matrice inversible est inversible, et l’inverse de la transposée est la
transposée de l’inverse :

(tA)−1 = t(A−1)

Démonstration : Il suffit de transposer AA−1 = A−1A = I pour obtenir t(A−1) tA = tA t(A−1) = I, qui
montre que t(A−1) est l’inverse de tA.
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