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MVA101 — Corrigé du devoir n3

Exercice 1
On considére la fonctionf paire et de période 2, définie sur I'intervalle [0 1 [ par :

f(x) =3x2-6x+2

1. Etudier la continuité de la fonctionf.

Commencons par étudier la continuité en 1.

Iinlw_ f(x)=3-6+2=-1, tandis quelinlw f(x)= Iirp1 f (x par périodicité.

Or sur ]-1 ;0] , la fonctior a pour formuld(x) = 3x2+ 6x+ 2 . En effetf (x) = f (-x) par parite,
avecf (- X) = 3 (-x)?2- 6 (-x) + 2 puisque-x appartient & lI'intervalle [0 ; 1 [

Cela permet de calculelim f(x)=3-6+2=- 1

X =1+

Il s’ensuit quef est continue en 1 et donc sur [0 ;2]

Par ailleursf est continue en O cd'rrg_ f(x)= Iirg f (X) par parité

La périodicité dd permet de conclure a la continuité de la fonctian’'ensemble des réels.

2. Etudier la dérivabilité de la fonction f

Sur[0;1[f(X)=3x2-6x+2
Sur ]-1;0],f (x) =3x2+ 6x +2

Sur]0 ;1[, f est dérivable eft’(x) = 6 x —6
Sur ]-1 ;0[,f est dérivable dt’(x) = 6x + 6

En O,f n'est pas dérivable mais elle admet une dérivii®iée égale a - 6 et une dérivée a gauche
égale a6

Par périodicitéce qui est vrai en 0 est vrai en tout entier riefetir: f n’y est pas dérivable

Sur[0;1[f(x)=3x2-6x+2



Sur]l;2],f(x) =3x2-6x+2.
En effet, par périodicitd,( x) = f ( x 2) avecx -2 dans ]-1 ;0] ;
et doncf (x-2) = 3 (x-2)2+ 6 (x-2) + 2 = 3x2- 6X +2

Sur]0 ;1[, f est dérivable eft’(x) = 6 x —6
Sur ]-1 ;0[,f est dérivable dt’(x) = 6 x —6

Il s’ensuit qu’en 1,f est dérivable de dérivée nulle.
En conclusion, f est dérivable en tout réel différ@un entier relatif pair.
3. Est-elle dérivable deux fois ?
Sur]0 ;1[, f' est dérivable ett”(x) = 6
Sur -1 ;0[,f est dérivable €t”(x) = 6
En 1,f est dérivable ett”(x) = 6
En 0,f n'est méme pas définie.
En conclusionf est dérivable deux fois en tout réel différentrdantier relatif pair, et sa dérivée
seconde vaut 6.

4. Tracer la courbe représentative dd sur [-3 ;3] .

Voir feuille a part

5. Calculer les coefficients dé et déterminer sa série de Fourier
La fonction étant paire, les coefficiertts sont tous nuls et le calcul dag est simplifié :

1

a, = [(% -6t +2)dt=[* -3+ 2t =0
0

Pourn non nul, il vient :

(3t? - 6t + 2)cospat)dt, avecw = 711

n

a:2g
2

Ot

Effectuons une premiére intégration par parties.

sinnzt dt= _1_2I
nrr nn

sinnzt
nir

a, :2[(3tz—6t+2) } —2_|1'(6t—6)

0

oul se calcule par une deuxiéme intégration par parties



1
1= [~ 1)S|nn71dt—{ (t- 1)003””} j cosn7t [ (t- 1)C°S”’I} L [sinnl;
0 0 0 na 0
Il s’ensuit| = L , Ce qui donne
nn
_ 12
an_nznz

D’ou la série de Fourier

12
S(t)= ———cosn7zt
(t) ;nznz

6. Préciser la convergence de cette série.

Comme la série numerlquE—2 converge (série de Riemann), la série de Fourieverge

n=1

normalement et donc uniformément, et sa sommeoashce.

7. Calculer S = Z— etT = Zn
n=1

+00

a. S= Ziz se calcule en appliquant le théoreme de Dirichig¢t=0 ouf est
n=1

continue et donc 08(0) =f(0) =2

12 12 1
Comme S(0) =Y ———, cela donne— » —
© ; n?7r g ; n?
Il s’ensuit :
1i_r
n=1 n2 6

- 1 A s .
2—4 se calcule grace a Bessel-Parseval qui s’écrit datre cas :
n=1 N
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1
2£|3t2 —6t+2 dt=y =

n=1

i 144 1
2[ @ +36° +4-36° +12° ~ 24)dt == "
0 ”Anzln

7.[41
- :ﬁj(9t4—36t3+48t2 — 24t + 4)dt
0

. 1
N ot +16° — 1247 + 4t :i(g—9+16—12+4)=i
72'5 90

0

. L 1 .
8. Que dire de laséried ——sinnt ?
= N 7T

f étant continue sur 'ensemble des réels, nous@wugériver terme a terme la série de Fourier
def et nous obtenons la série de Fourief de

S ()= Z_—lzsinnnt

nx1

Exercice 2

1. Soit f une fonction de périodeT et (c,)yla suite de ses coefficients de Fourier
complexes. Soity la fonction définie par :

= 00 - f| x—1
g(x) = f(x) f(x 2)

a. Etudier la périodicité de g

Pour tout réex, g(x+T)=f(x+T)- f(x+T —gj =f(x+T)- f(x+£j
g e T T
Or laT-périodicité ded impliquef(x+T) = f(x) et f(x+5j = f(x—zj.

Il s’ensuit queg(x+T) = g(x), ce qui démontre [&-périodicité deg.



b. Déterminer les coefficients de Fourier complexes denotés d, en fonction des
coefficients c, def.

Nous appelleronsla variable d’'intégration, comme il est d'usage plms séries de Fourier, et
2
poseronsw = Ly

1T ~ 1T . 1T T
d ==|gt)e™“dt==| f(t)e™"?dt—-=| f (t ——)e™“dt
, T{g() T! () T{( 5)

Etudions la derniere intégrale en y effectuanthiangement de variabbe=t -

]
[fa ~Tyernagy=
) 2

T

“ina(x+1) i 2 i
f(we  Zdx=e™ [f(xe"dx= (-1)"c,
T

2

+
— o |-

N =

D'ou il vient :

d,= ¢,-(-1"c, = ¢, [1-(-)")

2. On considere la fonctionf de période 2 définie par :

O[o;
0 xO[L2
Calculer la série de Fourier def sous sa forme complexe.

1

c, = % J' te™"“dt

0

Cela donnec, = L

= ; et poum non nul, une intégration par partie permet de ¢atcu

=1 (pnog)+i EDC
C, —m(( 1) 1)+| om

En effet,
1 1 1 _—inat
c, :ij'te"”“‘dtzl[—_t e‘"‘“‘} -=(& 1
24 2| -inw

2
1 —dt = ( ,1 je“”“’—l( 1 j(e'"‘“’—l)
0o 2%-Inw 2\ -inw 2

—-inw



. . . 1 (-D)"
Ora=ndonce™ =™ =(-1)",douc =——\(-D" -1)+i—".
(-2) : 2nznz(( -1

La série de Fourier deest alors :

S(t) =c, + > c,e" ,aveca =n

nz0
3. En déduire le développement en série de Fourier cquiexe de la fonctiong de période 2

définie par :
| ox xO[o]
909 _{1— x xO[L2

On vérifie aisément que le résultat de la questistapplique ici aved = 2, car
9(x) = f(x) - f(x-1)
D’ou les coefficients de Fourier de:

1
2n°n?

— —(=N\") = _1\n _ ﬂ _{_1\n
d,=c,[-(-1") =1 (~n -1)+i Pl [CRIGED

Sin est pair,d est nul.

Sin estimpair,d,=2c¢c,= - -
n°n?>  m
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