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MVA9o2 - Correction DM n'4
| Exercice 1 |

f est définie sur R par f(x) = x.4*

Etude compléte de la fonction f.

Dy =R, f est C* comme composée et produit de fonctions C*® sur R.
VxER,  f(x) = x.4% = x.e¥®) = y o2xIn(2)

lim f(x) = lim x.e2¥@ =g
X——00 X—>—C0
par composée de limites et par croissance comparée.

Eneffet, lim 2xIn(2) = -—OO,Xijm eX =0 dou lim erln(z) =0
X——00 ——C0

X—2—00

Ainsi la droite d’équation y = 0 est asymptote horizontale
a Cr au voisinage de — o

lim f(x)= lim x.e2"2 = 1o
x—+4c0

xX—+co

par composée de limites et par produit de limites.

Eneffet, lim 2xIn(2) = +o, lim eX = 400 d'ou lim @ = 40
X—>+co X—+o0 X—>+00

et lim x = +4o0
X400

VxER,  f'(x) =e?"@ 4 2x In(2) 20 = (2x In(2) + 1) e2¥In(@

Etude du signe de f'(x) :

-1
2 2xIn(2) - 1> >
Cxn@)+1De >0 2xn(2)+1=20 & x 2D
Donc'l tion est croissant [“1+[td"t ] .
s 400 —00; ————|.
onc la fenction est croissante sur Ok et décroissante sur T
N _ -1 _ -1 _

f( ) ) - ! 422 = 1 e’2 mEn@ _ 1 e-1

2In(2) 21In(2) 2n(2) 2 In(2)




f (2 z;z)) ~2 e_zi(z)

x — o -1 + oo
2 n(2)
1) - 0 +
f(x) 0 + o
N 2
-1
2eln(2)
VXER, f"(x)=4In).(x n(2)+ 1) e
¥ ) -1 + o0
n(2)
FG) - 0 +
f Concave : Convexe
— — -1 _ -1 _
(_._,1_.,) - 4T = ! X @ _ __1___842
in(2) n(2) n(2) n(2)
(v) =75
"Ne@) = ane
L be C; présent nt d'inflexi 't!( ! !
a courbe Cr présente un point d'inflexion au poin )’ e

Tangente au point d'abscisse a (a € R) :

(T): y=f'(a).(x—a) + f(a)

(T): v=_Qaln(2)+1).4% (x —a) + a.4%
(TD:y=Qan2)+1).4%x— Raln(2) + 1) .4%q + a.4¢
(T): v=QC2an(2)+1).4%x— 2aln()—a+1).4%a

(To): y=x
(T):y=40C2Mn2Y+ Dx-81In(2)

ek Aok ok
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X
a) Montrerque: Vx € 1-1, 1 [, Arctan T = Arcsin x.
1-x
X

5 -

b) Simplifier Arcsin
. 1 +x

]

a) Les deux fonctions sont bien définies sur ] - 1, 1 [. Montrons quelles ont la méme dérivée :

’

X & X 1 _ | (1 xz)— 1
g B e I erer

1-x

[Arctan

X ’ ,
On voit que sur l'intervalle ]- 1, 1 [ : [Arctan ﬁ] = (Arcsin x) . Or deux fonctions
1-x

qui ont la méme dérivée sur un intervalle ant une différence constante sur cet intervalle. Comme

ici les deux fonctions ont la méme valeur en 0, elles sont égales sur tout I'intervalle.

Vxel]-1,1[, Arctan

X .
N = Arcsin x.
‘\/1 - X

Autre méthode : posons y = Arcsin X ; y est I'unique nombre de Pintervalle ] - g , % [
vérifiant sin y = x. Mais alors cos y > 0, d’ott cosy = ‘\ll -x? et:
X sin y .
Arctan ——= = Arctan = Arctan(tan y) = y = Arcsin x
| ,[1 ) Cos y

(attention au fait que I'égalité Arctan(tan y) =y n'est vraie que parce que y € ] - g— , g— [).

X i X .
b) f(x) = Arcsin ——=—est définie pour x tel que N o] €[-1,1], Cest-a-dire

1 +x I +x

pour tout X réel. Calculons sa dérivée :

: X J 1 1 1
f’(x)=[ , ] = 5 Ve = ——
_,’ 2 2 2

2
1 +x

On voit que f(x) et Arctan x ont la méme dérivée sur R. Leur différence est donc constante, et

elle est nulle car : f{0) = Arctan 0 = 0. Donc :
< ,
Vx € R, Arcsin ﬁ——z = Arctan x.

1 +x

Autre méthode : on pose X =tant, ol t € ] - ;_r , % [. Alors \1 + x* = (car

X tan t eon
cost > 0)et Arcsin = in — = s
, A Arcsin 1 = Arcsin{sin t) = t = Arctan x (les deux
cos t

derniéres égalités sont valables cart € ] - ZZT— , g [).




Encadrer les solutions des deux équations suivantes par des entiers consécutifs :
a) x*-6x>-2x+10=0
D)3 +5x*+203+60x2+10x-7=0.

a) Etudions les variations de la fonction f de R dans R, définie par:
fx) =x*-6x3-2x+10.
Ona: f’(x)=4x3- 18x%2-2 et FPx)=12x%-36x=12x(x- 3). D’ott le tableau :

X |- 0 X 3 X0 X + 00
f*x)) * 0 - 0 +
-2 + o0
pow S T~ e
| - 56 |
f(x) - 0 +
oo + 00
£ \ﬂ&\\\&\\\ﬁ\* ,/K//:
m<J0

f’ continue, strictement croissante sur [ 3, + % [, est une bijection de [ 3, + o [ sur
[-56,+ [, dou l'existence et lunicité de x,> 3 tel que f(xp) = 0.

En utilisant le méme théoréme, on voit que f s’annule une fois sur [ 0, 3 ] et une fois
sur[xg,+[;ona: f(1)=3>0, f(2)=-26<0, dol 1<x3<2

f(6)=-2<0, f(7)=339>0, don 6 <xy<T,
et: X; et X, sont les seules solutions de 'équation proposée.

b) on pose f(x) =3 x> +5x* +20 x3+ 60 x>+ 10x- 7 .

Ona: £ =15x*+20 3 +60x%+ 120 x+ 10
F7(x) = 60 3 +60 x2+ 120 x+ 120 = 60 (x2 +2) (x+ 1)
X | -0 -2 o -1 B 0 + oo
%) - 0 +
+ oo + o0
- 55

f’ s'annule deux fois:en a € [-2,-1[ etP € ]-1,0][, dolle signe de f’(x) et le sens de
variations de f :

X |- X o X § X3 + 00
f(x) - 0 - 0 *
£ M0 T
X

_00/8/ \O\m<0/0/'

Ona: f(- 2) =37 donc M = f(c) >0, f(0)=-7donc m= f(B)<0, f(-1)=25.

D’aprés le méme théoréme qu’au a), f sannule 3 fois exactement : une fois sur | - o0, -2 [, une
foissur ] - 1, B [, une fois sur ] 0, + o [. Appelons X;, Xy, X3 ces trois points ; ona:
' f(-2)=37>0, f(-3)=-361<0 doi -3<xy<-2
xp€]-1,B1 dou -1<x,<0
fo)y=-17, f(1)=91 dou 0<x3<l1.




