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Inx

f est définie par —
X

1°) Déterminer le domaine de définition de la fonction f
Df={xeRx>0etx+0}

Df =]0;+oo]

2°) Etudier les variations de f

avec Vx € 10; +oof :

u . u'v—v'u
f estde la forme " dont la dérivée f'estdonc de la forme 5
v
u(x) =Inx
v(x)=x
u'(x) =—
()= >
v(x) =1
(%xx) —1xInx 1 —lnx
Résolvons 1 —Inx =0
=hx<s1
& Inx <Ine?
ex<e
X 0 e +oo
1-Inx I + =
x? 0 + +
e |l + 0 -

La fonction f est strictement croissante sur ]0 ;e[ et strictement décroissante sur [e ; +00[.

3°) Dresser le tableau de variations complet de la fonction f
Inx

1

lirg?; f(x) = lim — = — o« (par produit de limites) car lhgl+ Inx =—cw et lim—=+w
xX—= X—

x—=0% X
La courbe présente une asymptote verticale d’équation x=0.
Ine 1

f(€)=T—g:€_1

Inx
lim f(x)= lim — = 0, par croissance comparée.
X—+00 X—-+00 X

x—0t X

x 0

f'(x)

_|_
hhaaks]

Variation e )
de £ (x) / \
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4°) Donner une équation de la tangente T a courbe représentative de la fonction f au point A
d’abscisse 1

T :y=fO&-1D-fD)

1-In(1
LTSN

In(1) _ (1 — O)( 0
1

=y = : r-1)-7
o{):y=1x—-1)-0sT):y=x—1

Exercice 2

festdéfiniepar f(x) = x + 1 +

e*—1

1°) Déterminer le domaine de définition de la fonction f
Df ={x e R, (e* — 1) # 0}

Résolvonse* =1 x=0

Df = R* = ]—00; 0[ U ]0; +oo]

2°) Déterminer les asymptotes de la courbe représentative de la fonction f

, 1
lim f(x)= lim (x + 1+ )
xX—=—00 x——co

e —1

lim x+1=—-w
X——00

lime*—-1=0—-1=-1

X—=—00
. 1 .
lim ( ) = —1 (par composée de limites).
x——0o \gX¥ — 1
1
Par somme de limites lim (x + 1+ )z -0
X—+—00 e —1

lim f() = () = lim_ ((x +1+ exlm 1) - (x)) = lim_ (1 + exlw 1)

) 1 ] 1
xzjfloo(l +ex—1)_0 i xﬂ'@m(ex—l)_—l

La courbe Cf admet donc une asymptote oblique d’équation y = x au voisinage de —co.

1
li =i 2 1 )
g 0= fip (x4 10 g

iimx+1=1
x=0"

lime*—1=0"
x—0"

1
lim ( - ) = —w (par composée de limites).
x=0" \e* — 1
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1
0 e+ + )
xf(’;l*‘f(X) xir('lg' £t +€x—1
limx+1=1
x—=0%

lime*—1=0%
x—=0%

xlirggr (ex — 1) =+ (par composée de limites).

. - . . 1
Par somme de limites in?’é’t_}_f(x) = xlggl+ (x +1+ pr 1) = +co

La droite Cf admet donc une asymptote verticale d’équation x=0.

. . 1
xl—I;?-Zloo f(x) - xl—EToo (x i eX — 1)

lim x+1=+4o0

xX—400

lim e*—1=4o
X—>+co

: 1 . .
xginm (ex — 1) =0 (par composée de limites).

1
par somme de limite lim (x + 1 + ): 4o

X—+00 e* —1

- T 1 [ 1
xETmf(x)—(x+1)—xllm (x +1 +ex_1_x_1)_ Lim (ex—l)

—=+00 X—=+0co

tim ! )=0
x—iToo eX —1 -
La courbe Cf admet donc une asymptote oblique d’équationy = x + 1 au voisinage de +co.

3°) Etudier les variations de f

f(x)=x+1+€x_1

festde la forme u + v dontla dérivée est de la forme u’' + v',Vx € R* :

u(x) =x+1
u'(x)=1
1
o) = e’ —1
e* 1 z'
v'(x) = —m car v delaforme Z dont la dérivée est de la forme *Z—Z,avec :

zx)=e*—1let z'(x)=e"
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e¥ _(ex—l)z—ex_(ex)z—Be"-l—lﬁezx—*Eex%l
(e*—1)2"  (e¥—1)2 ~ (e*=1)2 = (ex—1)?

ff=1-

) ’ e2¥ — 3e¥ 4+ 1
Résolvons f'(x) 20 & ——y3—2 0

ey Zexi—l)z((ex)z —-3e*+1)=0

Vx € R", posons :

{X=ex avec X = 0
X2 -3X+1=0

A= (-3)2 —4XIxX1=9—-4=35

—(=3)-v5 _3-+5

Xlz

2x1 2
—(=3)+V5 3445
Xzi ==
2x1 2
—\/E] [3++5 [
X=e*e|0; U ;+00[
, ( 5) l (3+«§ |
X € oo; (1 Uiin 5 ), o
x 3—/5 3+V5
- m(:37) 0 i (*37) -
1 + +
e —1)° N
e’ —3e* +1 + 0 - - Y hs
f'(x) + 0 — I — 0 +

. . . 3-V5 . . 3—/5
f est strictement croissante sur ]—oo; In T] strictement décroissante sur ]En ——2-) ; 0[,

o 3+y5 . ) 345
strictement décroissante sur ]O; In (-32[—){ et strictement croissante sur [ln ( ?/_); +00[.

4°) Dresser le tableau de variations complet de la fonction f

f(ln (3 ;ﬁ)) = In(3 —;/3)4_ 1 +F;(—3’—_;T
-1

e

f(ln(3 —;@)) = n(3=V5)-m@)+ 1 T

5 -1

&Im
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f(ln(gm\/g) =(ln(3-\/_) ln(Z)—-\{:«+2

3+\/_

1

+ —— e
in(3 _?E)
e

7)®

-1

—-1,58

1
H(3 + \/_) In(2)+ 1 + 3+—

V5

2

-1

@)) _ (1n(3 +¥B) = n@ + 2+ %) = 2,58

x 3—v5 3+/5

- l ( 2 ) !n( 2 ) —

f'(x) + ¢ = - ¢ +
Variation ~—1,58 +00 +co

de f / \ \ /

—0 — ~ 258

Soient f et g définies sur [1; +oo| par :
x+1 1 x+1 1
)L e s ()-
fG) = n ~ et g0 = In(—) - —~

1°) Etudier les variations de fet g

x+1
vx € [1; 4o, —— >0,
x

f et g sont définies, continues et dérivables

sur [1; +oo[ comme quotient, composée et somme de fonctions usuelles

définies, continues et dérivables sur [1; +oof. Soit f'et g

respectives sur [1; +oo[ .

[ =

l.x—1.(x+1)

x2

x+1
x

x2

-1

1

= e — =
x(x+1) x2

—x+(x+1)

"leurs dérivées

1

x2(x+ 1)

x2(x+ 1)
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vx € [1;+oo[, f'(x) > 0 donc f strictement croissante sur [1;+oo[.

Lx—1.(c+1)

") = 22 1 1 1

gx)= X+l TEr D G D xr P
X

g,(x):—(x+1)+xﬂ -1

x(x+1)2  x(x+1)2

vx € [1; +oo[, g'(x) < 0 donc g strictement décroissante sur [1; +oof.

2°) En déduire que pour tout réel x = 1,

1 1
< 1) —1 <-
x+1__n(x+ ) n(x),x

f(=m@)—1<0et g(1)= 1n(2)—%> 0

o x+1
lim

xX—+o0 X

= 1 (limite d'une fonction rationnelle en + o)

x+1
limIn (x) = 0 d'ol par composée de limites : lim In ( ) =0
x—1 X—+0o X

1
lim —=0 et lim = (0. Par somme de limites :

x—+00 X x—toox + 1

Donc ngwf(x) =0 et xgrjlwg(x) =0

X 1 +co
f'(x) +
Variation 0
n(2) -1
X 1 +c0
Jle) +
Variation
de g n(2) -5 .
> 0
L
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Vx € [1; +oof, fx)<o, gx)=0

x+ 1 1 x+1 1
vx € [1; +oof, ln( - -)-——SO, ln( )% >0
x x X x+1

x+1 1 x4+ 1 1
vx € [1; +oof, ln( )S— et ln( )_>_
X X x+1

x+1
X

Or vx €[1;+o0[,x+1>0 et x>0 d'ou ln( )zln(x+1)-ln(x)

1 1
Ainsi Vx € [1;+oo[, ——<n(x+1)—Inx)<-
x+1 x

Fee Aok




