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Mesure de la liaison entre 
deux variables qualitatives  

Khi deux 
 

 

Enquête : 

Êtes-vous « pas du tout d’accord » (1) 

 « pas tellement d’accord » (2) 

 « peut-être d’accord » (3) 

 « bien d’accord » (4) 

 « entièrement d’accord » (5) 

avec cette phrase ? :   

« On en a assez de ceux qui bloquent la vie du pays par 

leurs revendications ». 

 

Tendance politique 1 2 3 4 5 TOTAL

Extrême gauche 10 1 0 2 1 14 

Gauche 134 102 94 82 60 472 

Centre 22 27 58 85 62 254 

Droite 5 27 49 85 148 314 

Extrême droite 1 1 0 3 9 14 

Indifférent 15 25 51 63 55 209 

Non-réponse 17 24 52 55 45 193 
 

Khi-deux  = 319,48 

d.d.l. = 24 

Proba = 2.10-53 

 

 



 

 

Existe-t-il un lien entre les réponses et la tendance politique ? 

 

Tableau des profils lignes 

 

Tendance politique 1 2 3 4 5 TOTAL

Extrême gauche 714 71 0 143 71 1 000 

Gauche 284 216 199 174 127 1 000 

Centre 87 106 228 335 244 1 000 

Droite 16 86 156 271 471 1 000 

Extrême droite 71 71 0 214 643 1 000 

Indifférent 82 120 244 301 263 1 000 

Non-réponse 88 124 269 285 233 1 000 
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TEST DU KHI-DEUX 

 

Il s’agit de tester l’indépendance de deux variables qualitatives. 

Y a-t-il indépendance entre : 

 

la catégorie socioprofessionnelle et le vote à l’élection 

présidentielle ? 

le niveau d’études et les journaux lus ? 

 

1.   Tableau de contingence

Croisement de deux variables qualitatives I et J à p et q modalités. 
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2. Profils lignes - profils-colonnes - profils 

marginaux 

 

Profil ligne i : 

On divise chaque terme de la ligne i par l’effectif de la ligne 
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Profil marginal correspondant : 
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Si les deux variables qualitatives I et J étaient indépendantes, les profils-

lignes seraient tous identiques, et donc identiques au profil marginal 

correspondant. 
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Remarques 
 

c On pouvait établir la relation précédente en raisonnant sur les profils-

colonnes. 

 

d Souvent cette relation est exprimée 

  f   f  f   ij i j= • •  

avec f
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Elle exprime clairement que dans le cas de l’indépendance le tableau 

de contingence est entièrement déterminé par ses marges. 



3. Définition du Khi-deux

Pour chaque case, on peut donc calculer le nombre de cas attendus (sous 

hypothèse d’indépendance) nf f
n n
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i j

• •
• • =   

On peut comparer les nombres de cas attendus E  aux nombres 

observés. 

ij

χ2

2

11

=
−

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

• •

• •==
∑∑   

 n

 n

n
n

n
n

n

ij
i j

i jj

q

i

p

 

( )
χ2

2

11

=
−

==
∑∑   

n E
E

ij ij

ijj

q

i

p

 

 

4. Test

Si les deux variables sont réellement indépendantes, cette expression suit 

une distribution du Khi-deux avec un nombre de degrés de liberté égal 

à :  ( ) ( )p q− −1 1 

Dans une table on lit χ  valeur ayant une probabilité α ,k
2 α  d’être dépassée 

pour une distribution du khi-deux avec ( ) ( )k p q= − −1 

2

2

1  degrés de 

liberté. 

Si  on accepte Hχ χα
2   ≤ ,k 0 : indépendance 

Si  on rejette Hχ χα
2   > ,k 0. 



 

 

Remarque : test du khi-deux 

 

Les logiciels statistiques proposent la présentation suivante : 

 

calcul du χ  associé au tableau de contingence noté χ . 2
obs
2

probabilité pour une v.a. suivant une loi du khi-deux à 

 d.d.l. de dépasser . ( ) ( )p q− −1 1 χ2
obs

 

 

χobs
2

( )( )[ ]Prob χ χp q obs− − >1 1
2 2

 
 

 

 

Si cette probabilité est faible (en général < 5 %), on rejette l’hypothèse 

d’indépendance entre les deux variables qualitatives. 

 



 

 

5. Autres coefficients

 

Du  associé à un tableau de contingence, on déduit d’autres mesures 

d’association. 

χ2
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p q

=
− −
φ2

1 1 
 

où p et q = nombre de modalités des 2 variables 

Ce coefficient compris entre 0 et 1 est en fait l’analogue d’un 

coefficient de corrélation. 

T = ⇔1   liaison fonctionnelle réciproque  
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L’analyse des correspondances simples 

(A.F.C.) 

 

 

Méthode proposée par J.P. Benzecri dans le but d’étudier la liaison dite 

encore correspondance entre deux variables qualitatives. 

 

 

Exemple : répartition des habitants de Paris selon leur lieu 

d’habitation : un des 80 quartiers et leur C.S.P. 

 

Questions : ♦ Certains quartiers sont-ils proches ? 

au sens même répartition des C.S.P. ? 

 
♦ Certaines C.S.P. sont-telles proches ? 

 
♦ Certaines C.S.P. sont-elles plus souvent associées à 

certains quartiers ? 

 

 

L’analyse des correspondances traite des tableaux de contingence. 



 

I. NOTATIONS ET PRÉSENTATION  

 1) Notations : tableau de contingence : N

 

Croisement de deux variables qualitatives à p et q modalités 
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 2) Représentation des profils
 

a) Les profils-lignes
 

Les profils lignes sont considérés comme des individus. 

Les p profils-lignes forment un nuage de p points dans Rq

A chaque profil-ligne est associé un poids égal à sa fréquence marginale 

. fi•

On note  le nuage de points formé des profils-lignes pondérés : ( )N I

(    ;  fi i•   ) 
profil ligne poids 

 

Le centre de gravité est défini par : g

g fi i
i

p

= •
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La jième coordonnée de  vaut f  g j⋅
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Donc g = profil marginal de la variable J (à q modalités)  

  g f J=

 3



 

 
 

b) Les profils-colonnes
 

 

( ) ( )N J f j= •nuage de points formé des q profils - colonnes pondérés cj ,
 

 

Le centre de gravité gc est le profil marginal  

de la variable I à p modalités. 

g fc I=  

 4



Le problème qui se pose est l’étude de la dépendance entre les 

deux variables qualitatives. 

Dans le cas où les deux variables sont indépendantes, on a identité 

des profils : 

( )1                     profil - ligne 
f
f fij

i
j

•
•=  

( )2                     profil - colonne
f
f fij

j
i

•
•=  

fij i j    f  f= • •

 

Dans le cas de l’indépendance, le nuage des profils-lignes se réduit à un 

point g  

De même, le nuage des profils-colonnes se réduit à un point gc. 

⇒  L’étude de la dépendance consiste à étudier la forme des 

nuages. 

⇒   Problème d’analyse en composantes principales. 

Quelle métrique ? 

Remarque 

Remarquons que les profils ayant pour somme 1, les p profils-lignes sont 

en réalité situés dans le sous-espace de dimension  défini par 

. 

q −1

x j
j

q

j
=
∑ = ≥

1

1 0     (avec x )

De même pour les q profils-colonnes. 
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 Métrique du   χ 2

 

a) Pour les profils lignes : 
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Justifications : 

� Donne un poids important aux différences portant sur les 

petits pourcentages. 

� Vérifie le principe d’équivalence distributionnelle : si deux 

colonnes ont le même profil, on les réunit en une seule 

d’effectif somme sans modifier les distances entre profils-

lignes. 

 

 

b) Pour les profils-colonnes : 
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Exemple de calcul de la distance entre deux profils-lignes 
 

Distance du  : χ2

 

( )d2 EXPA,LICS  

( )= − + + +
1

0 1592 0 1566 0 1551 2

. . . .......... .......... ...........     
droit SCEC LETT SCIE

+ 
+ +  

+ ( ) ( )1
0 2005 0 1272 0 2890 1

0 0571 0 1135 0 02612 2

. . . . . .− + − ..........  + ..........+  
MEDD PHAR PLUR IUT  

contribution dans le calcul de la distance du 
pour MEDD
pour IUT

: 0,130
: 0,133

⎧

⎨
⎪

⎩⎪

χ2

 

avec la distance euclidienne usuelle :
pour MEDD
pour IUT

: 0,0261
: 0,0076

⎧

⎨
⎪

⎩⎪  

la contribution d’IUT aurait été trop faible : 

En effet : 11,35 % des fils d’EXPA vont à l’IUT au lieu de 5,71 % 

pour l’ensemble de la population (soit le double) 

2,61 % des enfants de LICS vont à l’IUT au lieu de 5,71 % 

population entière 
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Inertie du nuage N(I) 

 

 

( )IN I  l’inertie du nuage ( )N I  calculée par rapport 

au centre de gravité f  vaut J
χ2

n  

 

où  = Khi-deux associé au tableau de contingence étudié. χ2
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Remarque :  on obtient le même résultat pour l’inertie du 

nuage . ( )N J
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II. L’ANALYSE EN COMPOSANTES PRINCIPALES DU 
NUAGE DES PROFILS-LIGNES, DES PROFILS-
COLONNES 

 

1.  On réalise l’A.C.P. du nuage des profils-lignes : 

� Les profils-lignes jouent le rôle d’individus ; ils sont 

affectés des poids fi•  

� La métrique utilisée pour le calcul des distances entre 

individus est la métrique du khi-deux. 

Le premier axe principal du nuage des profils-lignes est la droite 

passant le plus près possible de l’ensemble des points 

de N I . ( )

Notons a1    la première composante principale 

 
a1   =    

  ⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

........ ← coordonnées des p
profils-lignes sur l'axe 1  

 

Notons λ1  la variance de a1  (égale à l’inertie portée par l’axe 

qui lui est associé). 

a2 =   deuxième composante principale de variance  λ2

a3 =  troisième  composante principale de variance  λ3
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2.  On peut également réaliser l’A.C.P. du nuage des profils-

colonnes affectés des poids  en utilisant la métrique du . f j• χ2

 

Notons b1    la première composante principale 

 
b1   =    

  ⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

........ ← coordonnées des q
profils-colonnes sur l'axe 1  

 b2  =    deuxième composante principale 

 

 

Les composantes principales de l’A.C.P. des profils-colonnes sont 

associées aux mêmes valeurs propres que les composantes principales de 

l’A.C.P. des profils-lignes. 

 

 

b1  a pour variance λ1  

b2  a pour variance λ2  

. . . . . 
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3. Lien entre les deux analyses : formules de transition
(deuxième forme)

 
 

En notant bj et ai les jème et ième coordonnées des composantes 

principales b et a  associées à la même valeur propre λ  : 
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j
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À λ  près, la coordonnée d’une modalité i d’une variable est la 
moyenne des coordonnées des catégories de l’autre variable 
pondérées par les fréquences conditionnelles du profil de i. 
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III.  REPRÉSENTATIONS GRAPHIQUES A.F.C.

 

Divers types de représentations sont possibles : 

 

1. Les modalités de la variable I sont représentées en tant 
qu’individus (profils-lignes) de l’A.C.P. des profils-lignes. 

 

La modalité i de la variable I a pour coordonnées dans un espace de 

dimension k : 

( )a i i
1 2 ,  a  ,  ....  ,  a i

k  

avec a ai
1 1 =  i  coordonnée du vecteur ème  

a ai
2 2 =  i  coordonnée du vecteur ème  

..... 

Pour les modalités de la variable J, la modalité j a pour coordonnées : 

( )λ λ λ1 2 b  ,   b  ,  .....   bj
1

j
2

j
k

k  

b bj
1 1 =  j  coordonnée du vecteur ème  

b bj
2 2 =  j  coordonnée du vecteur ème  

Les modalités du deuxième groupe ( )J  sont les barycentres des 

modalités du premier groupe (variable I). 

(voir formules de transition) 
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2. Même principe mais en inversant les rôles des deux 
groupes de modalités. 

 

 

3. Abandon du principe barycentrique 

Les modalités de chaque ensemble sont représentées par les : 

 
a      i =1 .....  p
b      j=1 .....  q

i
k

j
k

⎧
⎨
⎩

 

 

 

Cette dernière solution est la plus pratique (bien que les deux groupes 

de modalités se trouvent en réalité dans des espaces différents). 

 

Cette représentation permet de déterminer les proximités entre 

certains éléments de I et certains éléments de J (compte tenu de la 

qualité de la représentation). 
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4.  Aides à l’interprétation : identiques à celles de l’A.C.P. 

 

a) Contributions 

de la ligne i à l’axe k 

( )f n
n

i

k
i

i•
•

•=
 a

           avec fi
k 2

λ  

de la colonne j à l’axe k 

( )f n
n

j

k
j

j•
•

•=
 a

           avec fj
k 2

λ  

 
 
b) Cosinus carrés
 

Modalité i représentée sur l’axe k 

( )
( )
a

d i G
i
k 2

2 ,
 

Modalité j représentée sur l’axe k 

( )
( )
b

d j G
j
k 2

2 ,
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c) Aspects pratiques de l’interprétation
 
 

→ L’interprétation peut se faire à partir des représentations graphiques 

(en s’assurant de la qualité de représentation de chaque modalité à 

l’aide des cos2). 

→ Quand le nombre de modalités est élevé, il est conseillé d’éditer 

d’abord le graphique des profils-lignes, puis celui des profils-

colonnes, enfin la représentation simultanée. 

Les profils ayant des poids différents la lecture de leurs 

contributions à l’inertie de chaque axe s’avère très utile. 

  

 On peut repérer les profils dont la contribution est supérieure au 

 poids 
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