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Corrigé du devoir n°2
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Exercice 1

Combien y a-t-il de rangements possibles 7

Ranger 8 objets distincts dans 4 boites distinctes revient & associer 4 chaque objet une boite, done
chaque rangement est une application de A, 'ensemble des objets, vers B, 'ensemble des boites.
Le nombre de rangements possibles est done le cardinal de B4, I'ensemble des applications de A
dans B. Et |BA| = |B|lAl = 48,

Autre raisonnement :

Pour chaque objet, on a 4 choix pour la boite, done il v a 4.4.4.4.4.4.4.4 = 4% rangements.

Combien y a-t-il de rangements pour lesquels la premiére boite contient 2 objets
exactement?

- Pour la premiére boite, on choisit 2 objets parmi les 8, sans notion d’ordre : on a donc C2
rangements pour la premiere boite.

- Reste a ranger les 6 objets restants dans les 3 autres boites : il y a autant de choix que d’applications
entre I'ensemble des 6 objets vers U'ensemble des 3 boites : 36,

A chaque rangement de la 1ére boite, il v a 3% rangements dans les autres boites.

- Donc au total il y a 35(7§ = 36'% =7.4.3%=90412

Combien y a-t-il de rangements pour lesquels chaque boite contient 2 objets exactement
9
Formons 4 groupes de 2 objets :
- Pour la lere boite, on a C3 facons de prendre 2 objets parmi 8 (sans notion d’ordre entre les 2
objets). Il reste alors 6 objets & ranger dans les 3 autres boites. - pour la 2¢éme boite, on a CZ facons
de prendre 2 objets parmi 6 (sans notion d’ordre). Il reste alors 4 objets a ranger dans les 2 autres
boites.
- pour la 3&me boite, on a C§ facons de prendre 2 objets parmi 4 (sans notion d'ordre). TI reste
alors 2 objets a ranger dans la derniére boite, ce que l'on fait (d'une seule facon).
- Ces choix sont successifs, il y a donc C2 €% CF = %6’2—5% = 2520 rangements ou chaque boite
contient 2 objets exactement.

4°) Combien y a-t-il de rangements pour lesquels au moins une boite est vide 7

Au moins une boite vide = 3 boites vides ou 2 boites vides exactement ou 1 boite vide exactement.
* Il y a C§ = 4 rangements laissant 3 boites vides.

* Pour chaque choix de 2 boites vides, il y a 2% rangements dont 2 laissent une autre boite vide.
Donc il y a C3(2°% — 2) = 6(2% — 2) rangements laissant 2 boites vides et 2 seulement.

* Parmi 3% rangements laissant une boite choisie vide, il y en a €3 = 3 laissant 3 boites vides
exactement (dont la boite choisie), et il y a C2(2% —2) = 3.2% — 6 laissant 2 boites vides exactement
(dont la hoite choisie). On en déduit qu’il y a C'} (3% — 3.2% + 3) rangements laissant seulement une
boite vide.

Finalement, on a (' + C3(2% — 2) + C}(3% —3.2% + 3) =4+ 12(37 — 27) = 24712 rangements pour
lesquels 1 boite (au moins 1) ne contient aucun objet.



Exercice 2

Un chef d’équipe doit répartir un groupe de quinze (15) personnes - sept (7) hommes et
huit (8) femmes - en trois équipes, une équipe A de trois (3) personnes, une équipe B de
cing (5) personnes et une équipe C de sept (7) personnes.

1. De combien de fagons différentes peut-il composer les trois équipes 7

Pour constituer les trois équipes, le chef peut effectuer deux choix successifs :

Il choisit les trois personnes de 1'équipe A, ce qui revient & choisir une partie & trois éléments
dans I'ensemble des quinze personnes. Chaque choix est donc une combinaison de trois
éléments parmi quinze, et il v en a Cf’_g possibles.

Puis il choisit les cing personnes de 'équipe B, ce qui revient & choisir une partie a cing
éléments dans 'ensemble des douze personnes restantes. 1l s’agit encore de combinaisons,
et il a ('3, choix possibles.

Il reste alors sept personnes, qui constitueront I'équipe C (plus de choix). Ces choix sont
indépendants, puisque le nombre de personnes restant apres le premier choix est le méme
(douze), quelles que soient les trois personnes choisies pour I'équipe A.

On a trouvé : Iy a (5 x CF, facons de composer les trois équipes
Remarques
15 x 14 x 13 _ 12x 11 x 10 x 9 x 8
a)Ona: (5 = ——— """ — 5 x7x13 =455 et (7, = =

Ix2
11 x 9 x 8 =792, d'olt : CFy x (7, = 455 x 792 = 360360.
b) On pouvait choisir les équipes dans un ordre différent, par exemple d’abord B, puis C
(et A étant constituée des trois personnes restantes). On obtient alors C'fS X 6‘170 fagons

1
. . . n. .
de composer les trois équipes. Mais, en utilisant la formule €% = —————_ on obtient :

15! 12! 15! 15! 10! p!(nl_"{))!
3 5 10! . 51 5 ;15! U i)

Cls < O = gy % 5 = gpr 0 OO0 = 00 % 7 T g
(voir ausst la question 4°))

Hhx4dx3x2

Que devient ce nombre de fagons si I’équipe A ne peut comporter que des hommes,
et I'’équipe B que des femmes 7

- . . . . . . . =4
Avec le méme raisonnement. il n'v a plus que C’? choix possibles pour I'équipe A, et

choix possibles pour 'équipe B, et ces choix sont encore indépendants.

I 5 3 SIxXTx6
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Do, cette fois ;| Iy a C? X "’g’ = 35 x 56 = 1960 facons de composer les trois équipes




3. De combien de fagons différentes peut-il maintenant composer trois nouvelles équipes,
chacune de cing (5) personnes 7

~ . . . =4 —~5
En employant encore le meéme raisonnement, on obtient cette fois : Cpy x Cf, facons de
composer les trois équipes.

= ’ —~5 =4 . ’ . .
On a trouvé : Iy a O}y x €7y fagons de composer trois équipes de cing personnes

Remarque En appliquant les formules comme dans la remarque précédente, ce nombre
15! 10! 15! (= 756756)

Y X o, = = (20/20).

51101 © 5151 (53

AT i (D 5
s'éerit aussi 1 Cfy x Cfy =

4. Généraliser ce qui précéde au cas d’un groupe de N personnes, les équipes A, B et C
comportant respectivement a, b et ¢ personnes (N et a, b, ¢ sont des entiers non nuls,
avec N =a+b+¢)

On effectue encore deux choix successifs :

On choisit les personnes de I'équipe A, ce qui donne (comme ci-dessus) C'§; choix possibles.
Puis on choisit les personnes de 1'équipe B parmi les N — a personnes restantes, ce qui
donne C%_ choix possibles.

Pour les mémes raisons qu'au 17), ces choix sont indépendants, d’ot le nombre total
O % C‘Rr_a de choix possibles. En utilisant les formules comme dans les remarques,

] N! (N —a)! N!
ce nombre s'écrit : C% x C%_ = - X ~ = en utilisant
NZTNZa ™ (N —a)! " BN —a—b)!  alblel (
N=a+b+c).
] N! .
On a trouve : Ilya il facons de répartir les N personnes
.0.C.
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