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MVA101 — corrigé du devoir n2

Exercice 1

Soit la suite de fonctions f_définies sur [O; g} par :

f.(X) =nsinxcos' x
1. Etudier la convergence simple de la suite derfations (f, ).

f(X) = ne™%) sinx

e [Xx D]O;g[, 0<cosx <1, ce qui entrainin(cosx) < 0 et donclim f (x) =0

* Pourx=0oun/2, f (x)=0, ce quientraine aussim f (x)= O

n - +oo

On en conclut que la suite de fonctiofjconverge simplement vers la fonction nulle.

2. L'entier n étant fixé, calculer le tableau de variation def  (x) puis déterminerM,, le

maximum de | f_(X) | sur {O]—ﬂ

Calculons la derivée dé, :

n+l

f () = n*(cosx)"*(-sin® x) + n(cosx)"* = n(cosx)"* (L-ntar’ x)

. Ay 2 N L. . 1
Si I'on met de coté le cas=n/2 ou f _(x) =0, la dérivéef_'(x) s'annule sitan® x =~

n
Pour calculer la valeur de la fonction en ce papypelén, utilisons quelques formules

trigonomeétriques afin de déduire aost sina a partir de tam.

On sait que

1+tan® x =

cos? x’



Donc cost =—— , ce qui impliquesin®a =1-cos a = 1
n+1 n+1

On peut maintenant calculdf | :
n

M. = f (@) =n—t (” jz

n+1\n+1

3. Etudier la convergence de la suite numériqueM,) quand n tend vers +o.

Cherchons un équivalent dé, :

n n n 1 nf_1 1
M = n ea'”(nfl] _.n ea'”(l‘rﬂj N ea( n] = Jne 2
AVn+l AVn+1 Jn
On en déduit que la limite de la suite numeérighe } quandn tend vers o est la limite de\/Tﬁ,
e

a savoir +o

4. La convergence de la suitef(,) est-elle uniforme ?

Il sS’ensuit que la convergence n’est pas uniformiesgue lim sur}fn(x) —0| £0.
n - +oo

Exercice 2
On considére I'équation différentielle (E):
Xy'+2y —-xy=4-x (E)

On cherche les solutions de (E) qui sont développials en série entiere au voisinage de 0.

Soity = ) a,x" une telle solution.
n=0

1. Par quelle relation de recurrence sont lies les ctigients a, d’une série solution ?

y= Y ax" sedérive ey'= > na x"", puis eny’= > n(n-1)a x"?
n=2

n=0 n=1



Reportons dans I'équation différentielle (E):

00

D n(n-Da,x"*+ 22 na,x"" - i ax"™ =4-x
n=1 n=0

n=2

La derniére somme réindexée devienta, ,x"" et peut plus aisément s’ajouter aux deux

n=2

premiéres sommes. Cela donne, an sortant le tesnstant :
23+ (n(n-1a, +2na, —a,, )x"* =4-x
n=2

Identifions degré par degré :

Termes constants : 2a, =4
Termes de degré 1 : 6a,-a,=- 1
Termes de degné 1 : n(n-1a, +2na,-a,_, =0

D’ou en patrticulier la relation de récurrence, ptowtn > 2:

—_ &

%= n(n+1)

2. Quevauta?

2a, =4 donca, =2

3. Quel est le rayon de convergence d’une série sotrt ?

| a,x" |:| x?
an_zx"‘z‘ In(n+1)

I - 0 quandn tend vers linfini.

Cela montre que le rayon de convergence d’une seéligion est infini.

4. Déterminer les séries entieres solutions en fonctiae a, et calculer leur somme.

Calculons lesa, par recurrence, en séparant le casdesrs et celui des impairs.



azp_l = a2p_3 S rireeras = a:L = 2a1
2p+2)(2p+1) (2p+22p+DH(2p)(2p-1) 2p+2(2p+D....... 3 (2p+2)!

a2p+1 =

® " 2p+)(2p)  (2p+)2P)R2p-D2p-2) @2p+1)...4 @p+D)!l (2p+1)!

On en déduit que les solutions développables ém sgtiere sont de la forme :

( 1)i X2p 400 X2p+1
y=a,+(3 - +
BTN L pr & 2pr2)

Remarque:

On sait que I'on a

2p+l

S X
et shx-Z 2p+1)

=0

Y X2p

chx=>Y"

p=0 (2 p)l

kel

On peut donc écrire les solutions sous la forme :

y=a,+(a, _1)(shxx—xj+4(chx—1j

X

5. Préciser la solution telle quey(0) = 1.

Commey(0) = a,, la solution recherchée est obtenue pay#1, ce qui donne :

chx-1

y=1+4
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