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Exercice 1 Soit la suite de fonctions (fn) , (n > 1) définies pour x > 0 par :

◦ fn(x) = n2x pour 0 6 x 6
1
n

,

◦ fn(x) = −n2x + 2n pour
1
n

6 x 6
2
n

,

◦ fn(x) = 0 pour x >
2
n

.

1◦) Étudier les variations et dessiner les graphes des fonctions f1 , f2 et f3.

2◦) Déterminer la fonction limite f(x) = lim
n→+∞

fn(x) (convergence simple).

3◦) Calculer l’intégrale In =
∫ 1

0
fn(x) dx, puis A = lim

n→+∞
In.

4◦) Comparer A et B =
∫ 1

0
f(x) dx.

La suite (fn) converge-t-elle uniformément vers f sur [0; 1] ?

5◦) [facultatif ] Montrer que la suite fn converge uniformément vers f sur tout
intervalle de la forme [a; +∞[ avec a > 0.

Exercice 2 On considère 4 séries entières (définies par leurs termes généraux) :

(S1) : un = xn sin
1
n

, (S2) : un = xn ln n,

(S3) : un =
n!
nn

xn , (S4) : un =
(

1 +
1
n

)n

xn.

On note Ri le rayon de convergence de la série Si :

1◦) Déterminer les rayons de convergence Ri.

2◦) Étudier la convergence de la série Si pour x = ±Ri.



Exercice 3 Soit l’équation différentielle :

(E) : x2y′′(x) + 4xy′(x) + (2 + x2)y(x) = 2

On cherche à déterminer la solution de (E) développables en série entière :

y(x) = a0 + a1x + a2x
2 + · · ·+ anxn + · · ·

1◦) Écrire les relations que doivent vérifier les coefficients an pour que y(x) soit
solution de (E).

2◦) Que vaut a1 ? Plus généralement, que valent les an pour n impair ?

3◦) Déterminer le rayon de convergence de la série obtenue.

4◦) Expliciter les coefficients an pour n = 2k (k > 0).
Écrire la série x2y(x), et en déduire une expression de la solution y(x) trouvée.

5◦) [facultatif ] Déterminer la solution générale de l’équation (E) en utilisant le

changement de fonction inconnue y(x) =
u(x)
x2

.

En déduire que la solution trouvée ci-dessus est la seule solution de (E) qui soit
développable en série entière au voisinage de x = 0.
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