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MVA101 - Corrigé du devoir n°2

’ Exercice 1 ‘

1°) La fonction f; est définie par :
o fi(x) =z pour 0 <z <1, qui donne le segment OA, avec A(1,1),
o fi(z)=—x+2 pour 1 <z <2, qui donne le segment AB, avec B(2,0),
o fi(z) =0 pour x > 2, qui donne la demi-droite B.
De méme pour la fonction fs :

1 1
o () =4x pour 0 <z < 2 qui donne le segment OA, avec A(§7 2),

fa(x)
1
o fo(x) = —4x + 4 pour 5 <z <1, qui donne le segment AB, avec B(1,0),

o fa(xz) =0 pour x > 1, qui donne la demi-droite Bz.
Enfin pour la fonction fs :

1 1
o f3(x) =9z pour 0 < x < 3’ qui donne le segment OA, avec A(g, 3),
1 2
o f3(xz) =—9z + 6 pour 3 <z< 3 qui donne le segment AB, avec B(%,O),

2
o f3(xz) =0 pour x > 3 qui donne la demi-droite Bz. D’ou les graphes :

12
33

y = fi(x) y = h(x) y = f(x)

2°) Convergence simple sur [0; +oo[ : on fixe x > 0, et on fait tendre n vers +oc.
o Pour x =0, on a f,(0) = 0 pour tout n (on est toujours sur le segment OA). Ce qui
donne : f(0) = lirf fn(0) =0.
n—-—r1roo

o Pour z > 0, la formule servant a calculer f,(z) dépend de n (suivant que l'on est
sur OA, sur AB ou sur Bz). Mais, pour n assez grand, la valeur de f,(z) sera prise sur

Bz : plus précisément, pour z > —, donc pour n > —, on a f,(z) = 0. La suite (f,(x))
n x

est donc constante & partir d’un certain rang, d’ou : f(z) = lirf fn(z) =0.
n—-+0oo

On a trouvé : ’ f(z) =0 pour tout x >0 ‘

3°) Calculs de I , Iz et I3 :
1 1 22 1 1
oI1:/ fl(x)dx:/ rdr = [] = —.
0 01 2 0 2

1 2 1 1 1
oly= / fo(x)de = / dx dr + /1 (—dx +4) dx = [2x2]§ + [—22% + 42]
0 0 5 2

1 1

2 2 1 2
9 3 9 3
013—/ fg(x)dx—/S9xdm+/3(—9x+6)d:c— [w} + {—x—i—ﬁx]
0 0 L 2 1o 2 1
1 1
2 * +2
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Plus généralement :
1 1 2 227w 2.2 =
ol, :/ fn(x)dx:/ n%:dx—i—/ (—n2z+2n) dx = [n v ] —i—[—n < —|—2nx]
0 0 1 2 1 2
1 1
= 442+ -2=1.

2 2
( on pouvait aussi remarquer que pour n > 1, le calcul de I, revient au calcul de ’aire du

1
n n

2
triangle isocéle OAB, de base — et de hauteur n).
n

1
IlzietlnzlpournEQ

La suite (I,,) est donc constante a partir de n = 2, d’ou :

A= lim I,=1

n—-+o00

4°) Puisque f(z) est la fonction nulle sur [0; +00[, on obtient :

Bz/olf(ac)dw:()

1 1
On a donc : / ( lirf fn(x)) dx #+ lirf </ fn(x) dx) , ce qui montre (par I’absurde)
0 n—-roo n—-+oo 0

que la convergence de la suite (f,) n’est pas uniforme sur [0;1] :

’ La suite (f,) ne converge pas uniformément sur [0; 1] ‘

5°) Pour a > 0 donné, notons .J, = [a; +oo[. Pour examiner la convergence uniforme
de la suite (fy,) sur Jg, on étudie la suite :

dyp, = sup |fn(z) — f(2)| = sup |fn(x)| (car f(z) est nulle).
z€Ja r€Jq

En raisonnant comme & la question 2°) (convergence simple de (f,)), on obtient :
2 2

Pour a > —, donc pour n > —, on a f,(x) = 0 pour tout = € J,, et donc d,, = 0. La suite
n a

(dy) est donc nulle a partir d’un certain rang, ce qui montre : lir+n dy, = 0. Ainsi :
n—-+0oo

’ La suite (fy,) converge uniformément vers f sur tout intervalle [a; +o00] , (a > 0) ‘

’ Exercice 2 ‘

1
(S1) :up=2a"sin—
. 2"
s . 1 1 x
On utilise I'équivalence : sin— ~ — dou: |u,| ~ —.
nn—+oon n—+oo n
n
- ‘s x . - .
Or, la série de terme général v, = —— est le développement en série entiere de In(1 — x),

n
qui a pour rayon de convergence R =1 (comme la série géométrique dont elle est une des
primitives). On en déduit :

- . 1
Pour z = 1, on utilise a nouveau : sin— ~ —.
nn—+oon,

Comme la série harmonique Y — est divergente, il en est de méme pour X sin — :
n n

’ (S1) diverge pour x =1 ‘

1 . .
" sin —, qui n’est pas de signe constant.
n

~—

Pour x = —1, on obtient le terme général u,, = (—1

1
On étudie donc la série X|u,| =% (car sin — > 0 pour tout n > 1)
n

1
sin —| = X sin
n

Or cette série est divergente (Cf. ci-dessus), donc (S7) n’est pas absolument convergente.
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Pour appliquer le théoreme des séries alternées, on étudie la suite de terme général
an = sm —.Ona:

o an > 0 pour tout n > 1 (déja vérifié),

o lim a,=0,
n—-—+o00

. : 1 .
o (ap) est décroissante (car, par exemple, la fonction f(z) = sin — a une dérivée
x

YR T I
f'(r) = ——; cos — qui est négative pour 0 <z < 1).
x x

La série ¥(—1)"a,, est donc convergente. Comme elle ne converge pas absolument, on en
déduit :

’ (S1) est semi-convergente pour z = —1
(S2) rup,=2"Inn
On peut utiliser le critere de D’Alembert :
] 1 1
Pour z # 0, on calcule a2y [N nn+ 1)) = |z| In(n + )
Un, z™1lnn Inn

1 1
En écrivant In(n+ 1) =Inn {1+ — ) =lnn+1n <1 + ) , on obtient :
n n

1 1 1 1
=lz|{1+—In{1+—-)).Or, lim = lim (1+=)=0.
Inn n n—+oco \ Inn n—+oo n

Un+1

Un41

n

On en déduit liril = |z| : (S2) converge donc pour |z| < 1 et diverge pour |z| > 1.
n—-1+oo

n

On en déduit :

Pour x = +1, on a |u,| = Inn qui tend vers +oo quand n — +oo. Ce qui entraine :
hg_l un # 0, et donc que (S2) diverge.
n—

’ (S2) diverge pour z = £1 ‘

(S3) :up = ﬁx

On utilise & nouveau le critére de D’Alembert, :
Uns1|  |(n+Dlz™  pn

up, | | (n+1)ntL T plgn

Pour x # 0, on calcule

n "|
=\ x|.
n

s’évalue en calculant celle de son inverse :

La limite de <
n-+1

1\" 1\" 1
lim (n + > = lim <1 + ) = lim e, en posant a, = nln (1 + ) .
n

n—-+oo n n—-+oo n—-+00 n

On utilise le développement limité de In(1 4+ u) = u — v + o(u?), au voisinage de u = 0,

1 1 1 1 1 1 1
enposant u=—: a,=nln(l4+—-)=n(—-—-—5+o0o(— =1——+4o—].
n n n  2n? n? 2n n
n

e s N n+1 . Un+1 T
On en déduit lim a, =1, dou lim =e, et lim nt u
n—-+00 n—-+o0o n n—+00 | Up

e
La série (S3) converge donc pour m < 1 et diverge pour m > 1.
e e

On en déduit :

Pour |z| = e, le critere de D’Alembert ne permet pas de conclure. On cherche un équivalent
de |uy,| en utilisant la formule de Stirling : n! S n"e”"v2mn. On obtient :
n—

\/ 27m
[t | ~ = V2mn, qui tend vers 400 quand n — +o0. Ce qui entraine :
n——+o0o nn
hrf un, # 0, et donc que (S3) dlverge
n—

’ (S3) diverge pour z = +e
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(S1) :up = <1 + ann

n
On utilise : liril 1+ ) = e (Cf. ci-dessus) pour obtenir un équivalent de |uy,| :
n——roo n

n
], _elal"

’ . 7’ /7 /7 /. o\ e
Or, la série de terme général v, = ex" est le développement en série entiere de 1

a pour rayon de convergence R = 1 (série géométrique).
On en déduit : Ri=1
(on pouvait aussi utiliser le critére de Cauchy)

Pour z = £+1, on a donc lim |u,| = e, ce qui entraine : lim wu, # 0, et donc que (Sy)
n—+o0o n—+o0o

diverge.

’ (Sy) diverge pour x = +1 ‘

| Exercice 3 | (E) :  z%/(z) +4ay/(z) + (2 + 22)y(z) = 2.

1°) De y(x) = ag + a1 + asx?® + azx® + - - + apz™ + - - -, on déduit :
Y (7) = a1 + 2asw + 3azz® + - -+ napz™ L+ -+ puis :
y"(x) = 2a3 + 6azz + - - +n(n — 1)a,z" 2 +---. D’ow, en reportant dans (E) :

2y(r) = 2a9 +2a1x +2a2x® + 2azx® + -+ 2ap™ + -
v?y(z) = ar?  + ar® o+ n_ga™ + -
dxy'(z) = dayz  +8asxr?® + 12a3z3 + -+ dna,z"™ + -
22y’ (z) = 2a072 + 6azx® + -+ n(n—1aya™ + -
En identifiant, on obtient les relations :
2a9 =2,d’ottag =1 Pour le terme général :
6a; =0,douna; =0 apn—2+ (2+4n+n(n—1))a, = 0, qui donne :
ap +12a2 =0 an—2+ (n+1)(n+2)a, =0.
a1 +20a3 =0

Comme on peut le vérifier, cette derniere relation est vraie pour n = 2 et n = 3.
’ an—2+ (n+1)(n+2)a, =0 pour n > 2 ‘

2°) On a aussi trouvé :

On en déduit que a3 = 0, puis que a5 = 0 et, plus géneralement que tous les a, d’indice
impair sont nuls :

’ a2k+1:Op0urk20‘

3°) Pour les termes pairs, la relation trouvée a la question 1°) peut s’écrire, en posant
a2k

2k +3)(2k +4)
Notons v, = agpz? le terme général de le série obtenue. Pour déterminer son rayon de
convergence, on peut utiliser le critere de D’Alembert :

, valable pour k£ > 0.

n=2k+2: a2k+2:—(

2k+42 2
v a x x
Pour z # 0, on calcule |—~T1| = |Z2+2 | = i )
Vg agkx (2k + 3)(2k +4)
v
On en déduit 1ir_i{1 ML= pour tout x, ce qui montre que la série converge pour
n—-+0oo Uk)

toutes les valeurs de zx :

’ Le développement en série entiere de y(z) a un rayon infini
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4°) En examinant les premiers termes, il vient :
CLQ 1 2 a9 2 2

p—y ]_ = i —_—= —— —_ — p—y = -_— DY
WE TR T 2T T MT X6 4lx5x6 6
Montrons, par récurrence sur k, la propriété :

2(—1)k
H = —— .
(i) a2 = oy

a) La propriété est vérifiée pour k =1 : (H;) est vraie.
b) Soit k > 1 tel que (Hy) soit vraie, alors :

B ask _ 2(=1)F _ 2=t
G2 T 0k +3)2k +4)  (2k+2) x 2k +3)(2k+4)  (2k+4)!
On en déduit que (Hy11) est vraie, ce qui achéve la démonstration.

2(—1)F
agk—MpourkEO
La série y(x) s’écrit donc :
2 4 (—1)kg2k
y(x )—1—214—25—1—---—1—2m+---, ce qui donne pour la série 2%y(z) :
4 6 k .2k+2
9 x x (=1)*z
—22_9% 4197 4 ...19N /%
wy(w) =t =2 kg (2k + 2)!
Or, le développement en série entiere de cosx s’écrit :
, 1,2 - 4 6 o (—1)ka2k . (—1)k+152k+2
cosxr=1— —+ — — —
4! 6! (2k)! (2k + 2)!

On en dedult que 2°y(z) = 2(1 — cos ), d’ott :

y(x) = 32(1 —cosz) pour z # 0, y(0) =1
(

5°) Le changement de fonction inconnue y(z) = )

y'(z) = wiz) _ 2@ et v’ (z) = u”(;v) —4 /:U(:f) ( ) . L’équation (E) devient :

x2 x
1) o (D et ) e
(E1) : U”(l‘) B 4u’<l’) 4 6U(Z’) 4 ( ) 8u(x) ( )

3 +u(z) =2,
x x
(E1) @ u'(z) +u(x) =2.
L’équation homogene associée a (E1) est (H) : u”(z) + u(z) = 0, qui a pour solution
générale : ug(zr) = acosx +bsinz (a et b arbitraires).
Une solution particuliere (évidente) de (E1) étant up(z) = 2, on en déduit la solution
générale de (E1) : wu(z) =up(z)+ug(x) =2+ acosz + bsinz. D’ou :

donne les dérivées :

5 :
Solution générale de (E) : y(z) = — + acosx + bsm;v
x x? x

(a et b arbitraires)

Pour que y(z) soit développable en série entieére au voisinage de x = 0, il est nécessaire
que b = 0 et que la fonction 2 4 a cosx s’annule pour z = 0, ce qui impose a = —2. Ce qui
redonne bien la solution trouvée a la question 4°).

L O A ¢
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