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MVA101 - Corrigé du devoir n°6

(&)

0 -1 1
N=[0 0 =2
0 0 0
D’ou
00 2
N2=|0 0 0
00 0
et
00 0
N3=10 0 0
000

Il s’ensuit pour tout n >4, on a N" = N3N"3 = ON"3 = (.
D’ou N™ = 0 pour tout n > 3.
(b) Puisque les matrices I et N commutent, on peut développer A™ en utilisant la
formule du binéme de Newton:
Pour tout n > 2, A" = (I + N)* = I" + CHI""'N + C2I""2N?2, les autres
termes étant nuls d’apres la question précédente.Il vient:
_ 1)

N2

Le calcul précédent n’est valable que pour n > 2, mais la formule trouvée reste
vraie pour n = 0 et n = 1 comme on le vérifie aisément (Par convention,
AY = I). En remplacant les matrices par leurs valeurs, on obtient:

1 —n n?
A" = 0 1 —2n
0 O 1

(¢) En remplagant les matrices A et B par leurs valeurs en fonction de I et N, on
obtient:

AB = (I 4+ N)(al =bN =cN?) =al + (a+b)N + (b + ¢)N?

Une solution de AB = I est donc donnée par les égalités a = 1;a+b = 0;b+c =0
On en déduit les valeurs a = 1;b = —1;¢ = 1 et la solution: B =1 — N + N?



(d) Cela montre que A est inversible, son inverse étant :

Al =T-N+N?
111
Al=101 2
00 1

L’unicité de l'inverse d’une matrice nous assure de 'unicité de la solution
trouvée.

(e) Pour calculer A™" = (A~1)", on peut procéder de la méme maniére que pour
le calcul de A™:
La matrice A~! est de la forme A=' = I + M, avec M = N2 — N On calcule
les puissances de M:

M? = (N? - N)?=N*—-2N3 4 N? = N?
M? = MM? = (N>~ N)N>=N*"-N*=0
Les raisonnements et calculs faits pour N et A restent valables pour M et A=

n—1)

Ce qui donne, pour tout n entier naturel:

n(n+1)
2

(f) Sion écrit la formule précédente sous la forme :

A" =T—nN + N?

A =T+ (-n)N + (_”)(_2”_1)1\[2

on constate qu’il s’agit de la formule trouvée a la question 2, avec —n a la place

de n. On peut donc en conclure:

k(k—1)
2

AR =T+ kN + N?

pour tout k entier relatif.

Exercice 2

Utilisons la méthode du pivot de Gauss:

(a)
(z]-y+2=3
dSxr+2y—2=25
—Br+4dy+3z2=1

Ly r—y+z=3

Lo — 514 Ty — 6z = —10
L3+ 3L y+ 62z =10

Ly r—y+z=23

L3 +62=10

Lo Ty — 6z = —10



r+T72=13

§1+L2 y+62 =10
2 —
Ls — 7L 48z = —80
r+72z=13
y+6z=10
-3
4
Ly — 7L 4
Ly —6Ls s
Ls 3

On vérifie aisément que cette solution satisfait le systeme initial.
(b)
2r4+y—2z=1
r—2y+32=0
3r+4y —dz=a

Lo [z]-2y+32=0
Ly 20 +y—z=1
Ls 3r+4y —bz=a

L4 r—2y+32=0
Lo — 214 S5y —Tz=1
L3—3L1 10y—14z:a

T—2y+32=0
7)- -}
10y — 14z =a

L3—10L2 0=a—2

Discussion selon les valeurs du parameétre a:

Sia # 2, le systeme n’admet aucune solution.
Si a = 2, le systeme admet une infinité de solutions qui ont toutes la forme :

{+1]

{+2y—mz—0

r+my—2z=0

z
z

[SUES ST

Ly z+2y—mz=0
LQ—Ll (m—2)y+(m—2)z:0

{ z+2y—mz=0
(m—2)(y+2)=0

Discussion selon les valeurs du parameétre m:



Si m = 2, le systeme a une infinité de solutions de la forme: x = —2y + 22)
Sim # 2, le systeme a une infinité de solutions de la forme:

iz



