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1 Dualité

1.1 Définition espace dual

Soit E un espace vectoriel sur un corps quelconque (on choisira toujours
K = R).On appelle forme linéaire sur £ une application linéaire de E dans
K. Cet ensemble est noté L(E, K) ou E* et c’est I'espace dual de E.

Notations

Il est d’usage de noter ¢ ou z* un élément de I'espace dual. Attention quand
meme, cette derniere notation est trompeuse car elle porte a penser qu’il
existe une association entre un élement de F et un élement du dual. Cela
est cependant vrai en dimension finie.

1.2 Définition: crochet de dualité

Si x est un vecteur de E, ¢ une forme linéaire sur £*, il est d’usage de noter
le reel p(z) par < ¢,z >; on parle de crochet de dualité. (Cette notation
a lavantage de montrer le role symétrique (en dimension fini) joué par x
et ¢ = x*). Le crochet de dualité défini une forme bilinéaire sur £ x E*
(exercice).



1.3 Transposition

Soit F, F' deux espaces vectoriels et f une application de E vers F', I’application

de F* vers E* qui a ¢ associe po f s’appelle transposé (ou pull back en anglais)
de f.

La définition et le théoreme qui suivent sont donné pour souligner qu’en
dimension finie a partir des deux objets E et E* on ne crée rien de nouveau!
si on dualise E* on obtient E** (bidual) mais & isomorphisme (canonique)
pres ce n’est rien d’autre que F.

1.4 Définition

Considérons 'application de E* dans K notée T qui a ¢ associe ¢(x).Cette
application est une forme linéaire sur E* et appartient donc au (bi)-dual de
E noté E**.

Théoréme

On note J lapplication qui a * € F associe x € E**. J est bijective en
dimension finie.

Démonstration

1) Prouvons que J est linéaire:

J(Ax + py) = Ax + py

Mais Vo € E*, Ax + py(p) = < p, e +puy > =A< p,x > +p < o,y > =
(AZ + py)(p)

Donc J est bien linéaire.
Montrons que J est injective, Il est suffisant de montrer:
J(z)=0=2x=0o0uquexz#0= J(z)#0.

Si E est de dimension finie, Il existe une base ey, ...,e, de F



Exercice : montrer que I’ensemble des €7, ..., e de E* définie par:
< ef,e; > = 0;; forme une base de E*

Posons e; = x, Alors :

< J(@),ef > =< J(x),z*>=<a"x>=1

Et on déduit J(z) # 0.

Applications a I’analyse

Ces résultats algébrique correspondent aux situations suivante:

1) Calcul différentiel: un élément e; de E est le vecteur ”accroissement”
unité au point zqg : (0,0,...,1,0,...,0) de R™ (le 1 est a la i-éme position) et
I’élément e de £* la 1-forme différentielle aussi évaluée en zy dz; de R™*.

2) Géométrie différentielle: un élément e; de E est le vecteur ”tangent” unité
du fibré tangent : 0; au dessus d'un point de la variété et I’élément e; de E*
la 1-forme différentielle dx; de 'espace cotangent au dessus du méme point
de la variété.

2 Formes multilinéaires et multilinéaires al-
ternés

On consiere le produit cartésien de p espaces vectoriels, sur un corps K. Pour
les applications en vue le corps consideré est le corps des nombres réels.

2.1 Définition

Une application f de Ey x Ey x ... x E, dans K est multilinéaire (ici p-
linéaire) si et seulement si chaque application partielle f; : E; — K est
linéaire. L’ensemble des p-formes linéaires est noté: L,(Ey, B, ..., E,, K). Si
les E; sont identiques c’est plus simplement: £,(E, K).



L’ensemble des formes multilinéaires altérnées se scinde en deux sous en-
sembles importants: les formes multilinéaires symétriques et les formes mul-
tilinéaires alternées. La premiere classe fait partie des tenseurs pairs ou
symétriques, la seconde des tenseurs impairs ou antisymétriques.

Forme p-linéaire symétriques

Une forme p-linéaire est symétrique, si pour toute permutation o de (1, ...,p)
et tout n-uplet (xy,...,x,)

f(@1, . 2p) = f(Zoq), o Togp))

Forme p-linéaire antisymétriques

Une forme p-linéaire est antisymétrique, si pour tout n-uplet (1, ..., z,)
f(z1,...,xz,) =0 deés que deux indices sont identiques

Cela revient au meme de dire que pour toute transposition 7 de deux indices,
f(xrqy, o Try) = - f(21, s 2p)

On dit aussi que la forme est alternée. On note Aj(E) cet ensemble.

3 Eléments d’algebre exterieur

Toutes permutations d’un ensemble a n éléments se décompose en produit
de transpositions. on peut alors définir la signature de la permutation notée
(o) d’apres ce qui préc‘de toute formes alternée peut s’ecrire:

F(@or), s Top)) = €(0) f(21, .0y Tp)

On a un procédé ”canonique” pour fabriquer des formes altérnées a partir
des p- formes; il en est de méme pour les formes symétriques:
)



3.1 Antisymétrisation d’une p- forme

Soit f une p-forme, on obtient une forme altérnée f en posant:

F@1s s tn) = 55 Yoes, £(0)f (To(1); s To)

Exemples

-Soit f de R x R dans R, f = s(f(z,y) — f(y,x)) est antisymétrique

3.2 Produit tensoriel et produit exterieur

dans ce qui suit, on considere f une forme p-linéaire ¢, une forme ¢-linéaire
1; on donne les définitions suivantes:

Définition
On appélle produit tensoriel de ¢ et ¥ noté ¢ ® ¥ la p + ¢- forme linéaire
définie par:

¥ ® ¢<$1a ) l'p-i-q) = 90<x1a ) 'rp)qu)('rp-i-la ) xp-i—q)
On définit ainsi une application bilinéaire.

On aimerais définir un produit (tensoriel) antisymétrique sur les formes mul-
tilinéaires alternées:

I’antisymétrisée de ¢ est définie par:
Pz, ., ) = % Zaesp £(0)e(To(1); s To(p))
I’antisymétrisée de i est définie par:

Y(Tpt1; s Tptg) = % Zaesq £(0)Y(Za(p+1), s To(pra))

I’antisymétrisée de ¢ ® 9 est définie par:

Y ¢($1a ) xp-i—q) = m ZaeSp+q 5(0)‘:0(%(1)7 ) xa(p))¢(x0(p+l)7 ) xo(p+q))



Notations et théoreme

Notons S, , 'ensemble des permutations de S,, verifiant:
c(l)<..<olp)etolp+1)<..<olp+q)

Notons a une permutation de S,, laissant invariant les p-derniers éléments.
Notons 3 une permutation de S, laissant invariant les g-premiers éléments.

Théoréme

. e s — o . .
Toute permutation s de S,4, peut s’ecrire: s o« o (3 avec les notations
précédentes.

On a maintenant tous les outils nécessaires a la définition du produit ex-
terieur:

Théoréme et définition

Soit ¢, ¥ deux formes antisymétriques, la forme bilinéaire ci-dessous :

OANY(T1, . Tpyg) = Zaesp,q £(0)P(Zo(1); s To(p) U (To(pr1)s ) To(pra))
est antisymétrique.

On l'appelle produit extérieur des formes ¢ et v; on a:

pAy =82 oy

La demonstration donnée ci-dessous sera commentée en exercice (TD) :

Démonstration

on a:

(p+a)! o @ Y(y, ..., xp-i—q) = Zsesp+q 5(3)90@3(1)7 e xs(p))¢($s(p+1), e xS(erq))



que l'on peut réecrire en explicitant la transformation s :

D 00,8 E(0B)P(Tap(1)s - s Toap(p)) Y (Toasp1)s -+ Toappra)) =
Zo’ 5(0) Za 5(0&) Zﬁ 5(5)90<x0045(1)’ A onzﬁ(p))qu)(xaaﬂ(p—&-l)u P xaaﬁ(p—&-q)) =

> 6 €(0) D0 (@) 0(Toap)s s Toap) Do E(B)IY(Toappr1)s - Toabpra) =

Mais, ( laisse constant les premiers termes et n’agit que sur les ¢ derniers la
formule ci dessus devient:

Za 5(0) Za 5(04)90(37001(1)7 ooy xaa(p)) q! ¢($0a(p+1)a ey xoa(erq))

-Attention : il n'y a pas de barre sur ¥ qui est déja antisymétrique. Cette
fois ci, c’est o qui laisse constant les derniers termes et ne touche pas aux p
premiers , et encore une fois comme ¢ antisymétrique la formule dévient:

ZUGSp,q 5(0) p‘ 90(']70(1)7 ceny :Up) Q' Q»b('mo(erl)? seny xcr(p+q)) =
P At Y ges, , €(0) D(Zo(1)s s ) Y(To(pr1)s s Totpig))
Qui est bien la formule voulue.

Propriétés du produit extérieur

On a les proprietés suivantes:

1. Le produit extérieur est une forme bilinéaire.

2. 8 g ENY(E), ¥ EN(E), o A = (~1)P A g

3. Le produit extérieur est associatif.

Indications

Seul le deuxieme point est délicat, il faut faire intervenir la permutation 7 et
determiner sa signature:

(1727 "'7P+Q) - <p+ ]‘7p+ 27 "'7p+ q? 1727 "'7p)'

7



Cette permutation 7 est le produit des permutations ci-dessous:

(1,2,..,p+4q) — (2,3,..,p+¢q,1)
(2,3,...p+q,1) — (3,4,...,p+¢q,1,2)

(p7p+ 17 "'7p + q? 17 27 "'7p - 1) - (p + ]‘7p+ 27 "'?p + q7 ]‘? 27 "'7p)'
Chacune de ces permutations est un cycle de longueur p + ¢; c’est donc
le produit de p + ¢ — 1 transpositions: cela donne au total: (p 4+ ¢ — 1)p

transpositions et la parité de ce nombre est celle de pq .

Dot le (—1)P de la formule, signature de la permutation



