e cham

T. Horsin
Equations diffeventielles. Versionw dw 25-07-2016, 19:36.
Owpeut me signaler ley errewrs ow les incorrections
qui émaillent strement ce document exw mécrivant ov
mailto:thierry.horsin@cnam.fr

Case 2D5000, 292 rue Saint-Martin 75141 Paris Cedex 03 Conservatoire National des Arts et Métiers

B 17.0.14
ureau 17.0 Département d’Ingénierie Mathématique

Tel: 0158808765, Mel: thierry.horsin@cnam.fr



e cham

1 Exemples de probleme de physique conduisant a une équa-
tion différentielle

1.1 Approximation de 'optique géométrique

A reprendre; probléeme d’homogeénéite.
Les éequations de propagation d'une onde électromagneétique (dont low lumiére est une forme)
sont données par deux équations auwx dérivées partielles vectorielles, avpriovi, quis sont

curlH — 1atD = 4—7Tj
c c

curlE 4+ 0,B = 0,
divD = 4mp,

divB =0

ow H est le vectewr champ magnétique; j lav densite de cowrant, D le déplacement électrique et
c est homogene o une vitesse; p est la densiote de charge, B est Uinduction magneétique. Ecrit
conmumne ceci lav vitesse de low lumiére vaut 1.

Ces équations sont incomplétes telles que, et onw doit rajouter des relations covutitutives (matéri-
aux dépendantes) telles que par exemple

Jj=ok,
D =c¢F, (1.2)
B=uH.

Icio estlaconductivite spécifique; € lapermittivite diélectrique et i lavperméalbilite magneétique.
Ces relations pewvent étre largement complexifiées en fonctio des matériaun de propagations.
tnw miliew de propagation borne (poaw exemple dans une covite) ce systeme d'équation ((1.1))
doit étre complétée pauw des conditions aux limites; et dans le cas ' une propagation dans Uespace
entier de conditions de radiations o Uinfini.
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Ow cherche des solutions de ces équations (dans le cas owp = 0 et j = 0 sous law forme (sachant
que seules les parties réelles nows intéressent)

E = Ey(r)e ™ H = Hy(r)e ™.

Ceci donne
curlHy + ikye Ey = 0,
curlty — ikypuHy = 0,
dlngO — 0,
Icvonwav
w 2T
kO = E = )\—O

ow)\, est lavlonguewr donde dans le vide (de charge et de cowrant).
Des exemples simples montrent qu il est intéressant de chercher I, et H, sous la forme

EO — j{(r>€ik05(r)7 HO — j{eikoé’(r)7
ce quis conduit auy équations (ew supposante et i réels) ov

VENH +e€ = —Lcurl?[7

VSENE—pH = —.Lcurlé',
1k,
EVS = —L(S.Vlogs + divé),

ik,

HVS = —%(%.v log p + divH).
0

L'approximation de Loptique géomeétrique suppose que ky est trés grand (la longuewr donde
etant donc trés petite) devant les autres quantités ce quic implique que le membre de droite des

équations est 0.
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VENH +e& =—0,
VSEANE—pd = —0,
ENVS =0,

HNVS =0.
Ceci implique pour quwil'y ait une solution now triviade que

%((g.vs)vs — E(VS)2) +e€ =0,

et compte teruw de Uhypothese foite conduit ov
(V8)? =ep =n?. (1.3)

L'équation (1.3) est appelée équation eikonale (“Lcone’' image en grec).

Les swrfaces S = cte sont appelées front d'onde.

Les rayons luminewr sont les courbes orthogonales aux fronty d'onde.

Sir(s) est lav position d'uwn point sur un rayyon powrounétrée paw longuewr d'arc, Véquation d'unw
royow devient:

nr'(s) = VS8 (1.4)

St on difféerencie cette relation,; on obtient

ce qui dorune
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—(n—) =Vn, (1.5)

quiv est donc Uéquation d un rayon lumineux.

Ewpauwticulier sin ne dépend pas duw point, (le miliew est homogéne) alors le rayow se propage
enw ligne droite.

Quadvient-il s Vo change de miliew constant.

Le principe de Huygens dit que Uow doit minimiser le temps pour aller d'wnw poink o uwn autre.
Covnsidérons deuwx miliewx de vitesse de propagationv, et v,.

Dang chacwv des milieus; le déplacement est ew ligne droite.

Covusideérons deww pointy M, et M, dans chacunw des miliewxr de coordonmneées respectives (x,Yy;)
(29, Yy awvecy Yy, < 0 lefranchissment se faisant enw wnwpoint My = (5,0 awvecx; < x4 < x4

Le temps mis pown aller de M, o M, %t\/(acl —25)2 +y2 /v, et celui powr aller de My ¢ M, est
\/(932 —x3)° + Y3 /vs.

Le tempy total est donc

\/(951—953)24'912/“1"‘\/(352—553)24‘2922/2’2

quipour étre minimal doit vérifier

—(7 —73) + — (g — x3) — 0,

Gl \/(351 —x3)% + y12 U2\/<x2 —x3)° + 922

ce qui revient exactement o dire que (powr Uinstant Uhypothese des signes wa pas joue) avec uiv
réavvrangement des signes que

sin(é;)  sin(iy)

Uy vy

ce quispermet de retrowver lav lov de Descortes

nq sin(y) = ny sin(i,). (1.6)
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1.2 La fibre optique a gradient d’indice

Une fibre optique est v guide d onde cylindrique dans lequel se propage une onde quis subit une
réflexiow totale (ew principe) sur les parois.

L'indice de réfractionn dépend de lo distance o Uaxe de lov fibre. Le principe de Fermat dovne
que s v rayyov se propage o pawtiv de Uentrée de la fibrve optique en faisant unw angle o, avec lav
normale o lav fibve alory

n(r)sin(a(r)) = ny sin(ay ).

St Vow cherche lavtrajectoire de Uonde sous la forme d une fonctionr(z) oz est Vabscisse le long
de la fibre, onvav

I
Q

n(r(x)) sin(a(r(z))

quiest donc constante.
Ora(r(z)) est langle entre la tangente av law courbe et Uaxe verticale. On av donc

Finalement o obtient

V() = i\/ —nz”mz -1 (1.7)

f sinQ(al)

1
tan(ay)

Le choix dw signe se fait enw fonction de Uinstant initialr’ (0) =
Owpropose e géneral alors wne loin(r).

Paw exemple si lav fibve optique est de rayow R, ovw peut prendie

2
Ny —MNo T
n(r):n1<l— L 2—2>.
ny R
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Ily o donc une vawiationw (uw gradient d'indice) transversalement o Uaxe de lav fibre.

Powr information, Uindicen de refraction fait (ce west pas le seud) wv lienw entre les équations
de Maxwell de propagation d'une onde électro-magneétique et Uoptique géométrique. Ew effet,
b est dusage de définirn = /e 1, owe, la permittivite diélectrique relative aw vide et i, la
perméabilité magnétique relative aw vide. Pluy précisément il est commun de définiv n = é ow
c est lavvitesse de la lumiére dans le vide et v, lov vitesse de phase (lav vitesse duw point duw somumet
de law "vague') de lo lumiere dang le miliew.

Noter que lovlot de réfractionwn, sin(iy) = ny sin(iy) impose en pawticulier que

\Z—;sin(ilﬂ < 1.

St cette quantite vaut 1 alors i, meswre wv angle droit. ILy o alors réflexion totale. Donc sin,
est trop petit, paw rapport awn,, ¢ est cvdive si lov vitesse de propagation dans le miliew?2 est plus
importante que dany le miliew 1 en fonction de Langle incident i; donné: Autrement dit, la
diffraction ne se fait quen decow dwnv angle d'incidence limite.

L'équation difféerentielle (1.7) doit permettve de retrowver cette angle d incidence limite. L'angle
initiale par rapport cv Uaxe de lov fibre optique doit stuwement étre asses faible pour que lov fibre
conduise le rayon lumineur.

Stlowobserve (1.7), chaquefoisquelaracine s avwulle; onvafaire face auwne difficulté théorique
de prolongement de lov solution, puisque lav solution peut devenir constante ow now.

Powr propager Vonde tout auw long de lo fibre;, on aurar done besoin d'une autire information,
quon peut mettre e évidence ew dérivant (1.7) une nowvelle fois, ce quiopermet de faire appa-
raitre une équation differentielle dw second ovdre.

Notons également que lav lov de Descoutes (ow Descoutes-Snell) se déduit d'hypothéses de condi-
tiong aux limites sur les equations de Maxwell et de formes pawticuliéres de certoines solutions.
St ow reprend

()2 = 1 _ 1—=sin"(a(r(z))) _ n(r) Y

1 sin?(a(r(x))) n?sin®(a,)

tont quer’ ne sarwudle pas, o peut deériver.
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Ce quis dovrne

r'(x)r”(x) = Mr’(:ﬁ).

n; sin?(ay)

Sir'(z) # 0 alory onw peut simplifier et on trouve

. n'(r)n(r
gy = )
nisin®(a;y)
On montre que sous des hypotheses raisonnables sur n ce type déquation o une unique solutionw

locale e temps si o se dovner(0) etr’(0).
Cette solutionest de classe C? (dewrfois dérivable). Les pointyowr’ (z) = 0 ne peuvent pas jointer
une solution ar constonte sauf o perdre lov régulowite.

Dans notre exemple
, r
n'(r) = —2(ny nl)?
Onvw
2
Ny —MNo T
(1_ 1n 2@)2
/ 2 1
r (33') = . 2 —1
sin(ay )
Powrr =R, ona
2
n
r(x)? = g —1,

il est donc nécessairve que

powr quonw watteigne pas le bord.
ny—n 7’2
Sur’ westpas nul, 2 augmente, done (1 — — 2—2
n; R
une fibre optique). IUsensuit que law condition
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sin®(ay) > 12,

Sk

est aussi suffisante pour que law propagation se fosse.
Une simudation serav effectuée plns loin.

e cham

Lo question sous-jacente cv law propagatiow est de sowvoir pourquoi * "l physique’ préfere lav solu-
tionde dasse C?. On nepeut pas viraiment répondre v cette question dans le cadre ci-dessus. En

effet wvrayonlwmineux west qu une représentotion mathématique d' une onde électro-magnétique
qui se propage *  mayoritairement” dony low divection dw rayon. IUfaut des considérations én-

ergétiques supplémentoires quiopermettent de comprendre cette hypotheése.

Engénéral, Uapproximationpar rayonlwmineur est considérée comme valable lovsque la longuewr
donde est tréy petite paw rapport aur dimensiony cawactéristiques des miliewx de propagations.
L'énergie d unerayonluwmineuwrdefréquencer esttransportée (enlabsence de chargeextériewre)
por Uonde électromagnétique le définissant et selow le vectewr de Poyntw\g/? pow wne équation

auy dérivées partielles.
Le vectewr de Poynting est donné powr

— - =
P= ENB

S
Fo
- =
owkl et B désignent le couple champ électromagneétique.
- =
Associé v E et B, lovdensite dénergie est

€0 12 I
=_F —B
U= + Siig

quiv est transportée par Uéquation aux dérivées partielles

ou .=
3 = —div(P).

1.3 Statique des poutres

Dang ce paragraphe, nous considerons un modele simple de poutre. Les hypotheses sont les suiv-

antes:
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Une poutre est caractérisée par une couwrbe moyenne paramétrée par sovw abscisse cuviligne.

_>
L'abscisse cunrviligne dune cowbet € [0,1] = () € R? est une quantite définie lorsquey'(t) #0
powr toutt. Onw definit alors cette abscisse pawr (v une constante pres)

t

st = [ hld

0

Lav représentation de law chaine d'arpentewr permet de comprendre pourquoi cette quantite est
appelée abscisse curviligne.

L'autre hypothése faite sur une poutre déformée est que lovy des déformations considérées les
sections normales le restent aprés déformations.

Les efforty sur une poutve vont étre considérées comme ayant une distribution le long de lov ligne
moyerne donnée pow Wd&%&'@}? de forces et une densite ni de momenty Les equations de la
statique donnent alorsennotant B (s) larésultante desforceset M (s) larésultante des moments
aVabscisse cwrviligne s (awpoint P(s) de la ligne moyenne) et ew considérant unw petit tronconw
de longuewr ds de lavpoutie:

\

(s+ds)— M (s)+ m ds+ P(s)P(s + ds) A R(s + ds)=0

ce qui dovune

Biew st tout ceciv ne ferme pas le modele et Uow doit compléter ces équations.
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2 Cas scalaire

2.1 Existence et unicité

Owcondidere f : R x R — R wne fonction de deuwx variables. Ow suppose que f est continue.
Lo plupart des owvrages traitont des équations différentielles considérent des fonctions f quio ne
sont définies que sur des sous-ensembles de'R x R, cependant onpeut tout cfoit traiter lavthéorie
des équations differentielles dans le cadve quej'ai choisi sans perte de génévalités enw remplacant
[ par f x 1 o) est une fonction ad-hoc nmulle loinv de (t, z,) (cf pius loin) et valant 1 pres de
(ty, ). Cette remarque étant fuite; on ne se préoccupera puns de ce type de probléme o seir de
ce document (o peut tout o fait faire de méme dans le cas vectoriel).

Etont donne (1, x,) o cherche une fonction

¢ I — R telle que I est wv intervalle ouwvert contenant t, dérivable telle que

Viel, ¢'(t) = f(t,9(1)), ¢(ty) = o (2.1)

St une telle fonction existe; onw dit que le couple (I, ¢) est une solution dw probléeme (2.1). Ce
probleme (2.1) sappelle probléeme de Cauchy powr [ de donnée initiale z, ent.

Exemple: U circuit électrique constituée de dewx dipdles respectivement inductant et résistont
wtwwwu}yévwwwbtmétéforcéaff(t) (awtrovers d wne impédance équivalente de lafem Z ) voit
circder un couront électrique d'inteniste I (t) qui satisfuit la relation

LI'(t) + RI(t) = ZI(t), V¢ > 0. (2.2)

Lav relatiow (2.2) est appelée équatiow difféerentielle. Ow vérifiera que dang ce cas Lov

Flt2) = Iy(6) — a(t)

Associée v une condition(0) = I, on obtient un probleme de Cauchy.

L'existence d'ww couple (1, ¢) satisfaisant le probléeme de Cauchy (2.1) est grandement simplifiée
dons lov situation de Véquation différentielle (2.2). Pour ce type d'équation différentielle; on
pawle d équation difféerentielle dw premier ovdre linéaire nonw homogene.

tnwgeénéral, Vexistence dune solution (1, ¢) duwprobleme (2.1) est un probléeme awdu.

Case 2D5000, 292 rue Saint-Martin 75141 Paris Cedex 03 Conservatoire National des Arts et Métiers

B 17.0.14
ureau 17.0 Département d’Ingénierie Mathématique

Tel: 0158808765, Mel: thierry.horsin@cnam.fr



e cnam
Dés lory que Von dispose dune solution (I, ¢) de ce probleme, alors si 1’ est un intervalle ouvert
contenantt,, o a une autre solution (1’, ¢). La notion dunicite est donc délicate également.
Ondispose d'hypotheses suffisantes qui permettent de gowantiv Uexistence et Vunicite d'wnw couple
solution (1, ¢) owl est unw intervalle le plus grand possible:

O0Théoreme 2.1.1 [Cauchy-Lipschitz]. On suppose que f est continue sur et qu’il existe une constante

M telle que
V(t,z,2") € R, |f(t,z) — f(t,2")] < M|z — 2], (2.3)

alors le probléme de Cauchy (2.1) possede une unique solution (R, ¢).

Pour une preuve, voir les appendices.

Notre exemple ow f(t,x) = Z1,(t) — %m(t) satisfoit (2.3) owvec M = %

2.2 Approximation

Supposons maintenant que Vo dispose dune solution (1, ¢) dw probleme de Cauchy.
Les méthodes d approximation couwrantes sont fondées sur le fait que si

() = f(t, (1)), Vt €I

alovs o v

Vit 1) € 12, 8(¢) = (1) + / £(s, 6(s))ds.

L'approcimation de Uintégrale dans le membre de droite conduit o une méthode de calcul de
o(t") st Vow commadt ¢(t).
Plusitewrs possibilites s offrent alory ewprenantt = t, ett’ =ty + h owh > 0 est petit:

i Méthode explicite: h est petit et on assimile Uintégrale cv Uaive d'uw rectongle de base h et de
hautewr f(t,, p(t,)) et on obtient
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o(ty + h) ~ ¢(to) + hf(ty, o(ty))-
Puis connaissant ¢(t, + h) (de maniére approchée) ow recommence:.

. Méthode implicite: h est petit et on assimile Uintégrale v Uaive d'uw rectangle de base h et de
hautewr f(t, + h, (t, + h)) et on obtient

bty +h) ~ ¢(tg) + hf(ty+ h, oty +h)). (2.4)

Le situation est plus complexe: connaissant ¢(t, + h) onwenwdeduwit ¢(ty + h), onwparle alors de
méthode implicite.
t/
uiToute méthode d approximationdeUintégrale [ f(s, d(s))ds conduit cvune méthode de calcul
t
de ¢ quien général est une combinaison de méthodes implicites et explicites. C'est le cas des
méthodes de Runge-Kutto.

2.2.1 Exemple

Reprenons le cas de notre circuit inductont-résistant. Ce quiv est covwun est Uintensité initiale
Iy = 1(0) etVintensite deforcagel;(t). Ona, en remplagant les approximations par des égalités:
-env schemav explicite L(1(h) — 1(0))/h + RI(0) = Z1,(0),

-ew schémav implicite L(I(h) — 1(0))/h + RI(h) = Z1;(h).

Ew schémaov explicite o obtient

LRI + 2 2150).

Supposons, pour simplifier que Iy est nulle; on obtient alory

I(h) = (1— %h)[o.

Stowréitere N fois cette expressiovw o obtient
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R\~
I(Nh) = (1= RN,

T
et si Vonwregawvde cvunwtempsT fixe, onwlieT N et h powr lavrelationT = N h, ce qui dovwne h = N
et finadement

) = (- 2N,

Enwprenant la limite quand N — +00 o obtient
I(T)=eTr1, (2.5)

Rappelons que (1 + %)” = exp(nn(1 + %)) et donc (1 + %)” — e” quandn — +0o0.
Ew schémaw implicite on obtient (toujours esv supposant v forcage rnadle)

(7 + R)I(h) = T1(0),
sott
1
I(h) = - EhI(O)
L

En fait dang ce cas, plus rievw west implicite; mais cest uwne simplification due cv lav forme de
Véquation différentielle.
TouwjoursenwliontT N et h, ow obtient

1
I(T)= ————1(0),
(T) (1+525N()
L N
et ewwprenant la limite N — +00
o obtient
I(T) = —51(0).
e L
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ce quiv est exactement low méme formule que (2.5) (ce quivest heurenx).
L'ovantage de la méthode implicite est que sans condition de taille suw R paw rapport aw L et h

onw avtowjours
[L(h)| < [1(0)]

dany le cas dw schéemow implicite, st R et L sont des quontités > 0 (ce qui est natuwel).

Cette observation fait dw schémov implicite unw meilewr outil (sous les conditions de signe ci-
dessus) d'approcimation dany ce cas lov. Cependant cet exemple cache le fait que lov relation
(2.4) est en généval compliquée cvtraiter. Le paragraphe suivant explique les difficultés lides cv
cetrait dw schéma implicite.

2.2.2 Comment traiter le cas implicite 7

Owvoit que st Vow remplace ~ dans (2.4) alors
o obtient

P(tg +h) = d(tg) + hf(ty + h,¢(ty + h)). (2.6)

Svonwappelle X| = ¢(t, + h), on voit que

otvg est lafonction donnée paw g(x) = ¢(ty) + hf(ty + h,x).
Owdoit donc sawoir résoudve Uéquation

G(x) =0, ou G(x) = x — g(x).

Plusiewrs méthodes sont evwisageables: propre ovlaw dimensionw]l cest la méthode de dichotomie.
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2.2.2.1 Méthode de dichotomie

931-1-932)
5 .

Su cette quantité est < 0, o remplace , pw# et si cette quantite est > 0, on remplace

Ow suppose que Low av deux valewrs x| et xy tely queG(x1)G(x4) < 0, onvregawde G(x,)G(

Ty + Ty

par
2
O démontre que si G est continune cette méthode definit une suite qui conwerge vers uwv X tel
queG(X) = 0.
Pour une meéthode généralisable a une dimension plus grande:

2.2.2.2 Méthode de Newton

IV Sagit pawtont dunwz, de définir x, (8 existe) por z, est Uintersection de lav droite de pente
G'(z,) passant paw (x,,G(x,)) avecVaxe des x .

Lo condition powr que x, existe est queG'(x,) # 0.

Oonwavalory

G(7q)
G'(zq)

1132:.%’1—

tt onwremplace | par T,.

Ow definit ainst une suite dont o espere quelle covwerge vers une solution de G(X) = 0.

Lo difficudte est qu il fout calcuder G' (). Envgenéral onwremplaceG'(z,) paw une approsimation
de G'(x,) et o ne met pas o jour ce caleul.

Une autre difficnlte est de généraliser cette suite avlavdimension supériewre. Nouwsvervons ultériewve-
ment.

2.3 Cas vectoriel

Cette fois-coonwprend f : R x RN — RY, ¢, € R etx, € RY, et le méme résultat dexristence et
d unicite est vrai:
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0Théoreme 2.3.1 [Cauchy-Lischitz, cas vectoriel]. On suppose que f est continue et qu’il existe M tel

que
VEER, (7)) € RN, | f(t,x) — f(t,2')] < M]z — |,

il existe alors une unique solution (I, ¢) ou I est le plus grand possible du probléme de Cauchy

{ vtel, ¢'(t) = f(t,o(t)),
P(ty) = zp-

On av remplace low valewr absolne pow une norme |.|, cest o dive unv objet permettont de mesurer

Ll longuewr des vecteurs.
Une norme doit vérifier pour tout vectewr X et X' .

X + X7 < [ X] + [ X
I X[ >0

laX] = || X]

X[ =0= X =0.

N
Pow exemple s X = (X, ..., Xy) alory| X| = ZXE est udefinit une norme.
i=1
Comme dany le cas scalaive o peut evwisager plusiewrs méthodes d'approcimation: expicite,
implicite;, ow toutes combinaisons de celles-ci.

2.3.1 Cas des systemes linéaires constants

Cette situation vaw nous occuper pratiquement tout le semestre.

Le probléme de Caunchy est le suivant:

Ow se donne une matrice A o coefficienty réelsy de taile N x N et X, € RN et ow cherche X :
[0, 00[— RY vérifiant

{Vtzo, X'(t) = AX(t), (2.8)

X(0) = X,.

Dang cette situation f(t, X) = AX.
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Il sagit de vérifier qwil existe M tel que
|AX —AX'| < M| X — X'|.

Une telle inégalite est vraie quelle que soit lo matrice et quelle que soit la norme utilisée sw ley
vectewrs.

Ily a donc existence et unicité d' une solution suwr unw intervalle le plus grand possible.
Onwdémontre que X (t) = exp(tA) X, ow

oo An
n=0 ’

2.3.1.1 Schéma d’Euler explicite

Oonwaalory X (h) ~ (Id + hA)X(0) et on réitére.
Ow obtient avec les mémes notations (et en supposant que Uapproximatiow devient une égalite)
que pour le cas scalaive

X(T) = (I+ T—]\}LX)NX(O).

2.3.1.2 Schéma d’Euler implicite
Onw v adors toujours exv supposant que Uapproximation devient une égalité
(I —hA)X(h) = X(0).
Owvoit donc quil est * “nécessairve' d avoir une méthode powr irwerser law matrice
[ —hA,

apres ovoir biew stw vérifié que ] — hA est inwersible.
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3 Equations différentielles d’ordre plus grand

Cefte fois-ci; on s intéresse o une relationw duw type

vte I, oM (t) = f(t, o(t), ¢/ (1), s 6NV (1)) (3.1)
L'inconnuw est toujowrs le couple (I, ¢), mais ¢ est dérivable N fois sur 1.
(t)
, ¢'(t)
Consideérons le vectewr X (t) =
)
Oonw
¢'(t)
o a0

f(t, o(t), ... o N1 (1))

que Vow peut donc écrive sous la forme X' (t) = F(t, X (t)). On est donc ramené o une équationw
différentielle dw premier ovdre vectoriel.
Remarquons quune conditionw initiale ent, pour X definit et réciproquement une condition e

to pour
d(to), ¢'(tg), -y G NV (tg). (32)

IV sevusuit que le probleme de Cauchy associé av Uéquation (3.1) impliquer N dovnnées initiales
fournies par (3.2)
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4 Inversion de matrices

Lo méthode d'Euler implicite dany le cas matriciel nécessite d'irwerser une matrice (ew fait b
fout plutét résoudre des systemes).

4.1 Résolution d’un systeme

Stvlonwveut résoude AX = B (A étont une matrice corvée)

4.1.1 on peut tenter d’utiliser une méthode de Newton:

X1 = X, — A HAX, — B) qui nécessite davoir calculé A1, ce que finalement on cherche cv
faire. Powr palier cet inconvénient, on peut remplacer A~! par une matrice qui Uapproche.

Pow exemple; siley coefficients diagonauwr de A sont dominanty on remplacera A~ par la ma-
trice diagonale dont ley coefficienty sont ley inwerses des coefficients diagonaux de A. Une telle
situation enwisageable est celle ow en notant ley coefficienty de la matrice a;; (i pour les lignes
et j powr les colonnes), onav

Vi e {l,...,N}, |ag| > Z |ai;l.
JFi
Ilest facile de voir quunetelle matrice est ivwersible caw si X vérifie AX = 0 ewprenanti Uindice
powr lequel lavi -e- coordonnées de X est env valewr absolue low plus grande possible, alovs

;]
A T; + Zaijxj =0=la,| < Zﬁl%! < Z la;l,

JFi JFi J#i

prouwvent que A est injective et conmune cest une matrice carrée; elle est bijective.

4.1.2 Comment faire sinon

Ily av biew st lao méthode duw pivot de Gauss, quitout esv low mettant evv oeuvre permet de décow-
vrir si lo matrice A est inwersible. Pour des effety devrewrs dowrondis, i est préferable de choisiv
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comme pivot cv chaque étape; le pluy grand des coefficienty en valewr absolue: Cette permuto-
tiow des lignes (swivant le choix précédent ow non) correspond o changer de base dans Uespace
darrivée viowv une matrice P .

Cette méthode se réswme en disant que

O0Théoréme 4.1.1 [Décomp. LU ]. Si A est une matrice inversible, il existe une matrice P dite de

permutation (donc inversible), une matrice telle que
A=PLU

ou L est triangulaire inférieure, U triangulaire supérieure.

Une matrice de permumation est le produit de matrices de transpositions ot on pernmute deu élé-
ments de la base utilisée (correspondant avla permutation des lignes dons le choix d'wnv éventuel
pvot).

Cette méthode est assey rapide, mais west pas optimale dany des situations ow la matvice A o
d autres propriétés.

Powr exemple si A est symétrique, o peut utidiser lov

4.1.3 Méthode de Cholesky

Cette méthode fonctionne lorsque A est symétrique et deéfinie positive (Cest cv dire que toutes ses
valewrs propres sont > 0).

Owcherche cwécrire A = 'LL owl est triangulaive supériewre.

Onwvoit que L?| = a;, cequiest possible caray; = ‘e, A(e;). Choisissons Ly, > 0.

Oow aw ensuite ayy, = Ly Ly ce qui détermine Ly, puis a;; = Ly L,; ce qui détermine Ly;. Ow
powrsuit coefficient par coefficient.

gy = L3,, puisays = LyyLy5 + Loy Lys ce quidétermine Ly, etc.. La méthode montre quaw choix
dw signe de a,, paw exemple > 0 by avunicite de low décomposition.

Ow obtient

Case 2D5000, 292 rue Saint-Martin 75141 Paris Cedex 03 Conservatoire National des Arts et Métiers

B 17.0.14
ureau 17.0 Département d’Ingénierie Mathématique

Tel: 0158808765, Mel: thierry.horsin@cnam.fr



e cham

Eachrsomas o Nanlcrmalion

0Théoreme 4.1.2 Si A est une matrice symétrique définie positive, il existe une matrice triangulaire

supérieure L telle que

A="'LL

Y

de plus si on impose que les coefficients diagonaux de L sont > 0 (et on le peut) alors L est unique.

4.1.4 Méthode de relaxation

Ele(s) covsiste(nt) awécrive A = M — N owM est facilement inwersible. Conmume on Uavfaik remow -
quer ci-dessus; en général onw wapas besoinv d inwerser A, onveut simplement (souwvent) résoudre
le systeme Ax = b.

Owobtient icvMx = b+ Nx. Cequiici vav se résoudre powr

r=M1b+ M Nz (4.1)

impliquant la nécessite de calcuder Uinwerse de M .

SvM avde bonnes proprietes (por exemple su M estla diagonale de A dansle cas d une diagonale
strictement dominante) on calcuderaveffectivement Uivwerse de M et onwrésoudraléquation (4.1)
par une meéthode de point fire.
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5 Systemes hamiltoniens

Svowsedomne H : R xR = R une fonction assey réguliere; onwpeut considérer le systeme différen-
tiel

t—= H(p(t),q(t))

est alors constante.

Les méthodes numériques associées doivent donc étre env accord avec une telle conservation.
Remawrquons que tout systeme ot une quantite est conservée west pas nécessaivement hamil-
tonien. Considéronsy Uexemple dw systeme suwivant dit proies-prédateurs.

owx(t) designe laquantite de proiesety(t) designe la quantite de prédatewrs; le tout o Uinstant
t.
Observons que

Oona donc

2(t) —In(z(t)) +y(t) — In(y(t)) = cte

Le hamiltonienw devrait ici vérifier
Case 2D5000, 292 rue Saint-Martin 75141 Paris Cedex 03 Conservatoire National des Arts et Métiers

B 17.0.14
ureau 17.0 Département d’Ingénierie Mathématique

Tel: 0158808765, Mel: thierry.horsin@cnam.fr



e cham

Ce quis biew stur west pas le cas.
Revenons aux systemes hamidtoniens.

Supposons quow résolve de maniére approchée la premiére équatiow

plt-+7) = plt) = T plt + 7)sa0)

Own doit pour conserver Vhauwmiltonientrowver q(t + 1) powr que H (p(t +7),q(t + 7)) = H(p(t), q(t)).

C'est ovdive H (p(t) — T%—Z(p(t +7),q(t)),q(t+7) = H(p(t),q(t)). Sbonécritq(t+7) = q(t) + 0, alors

H@@—w%§@@+ﬂﬂw»«w+%%=H@@ﬂ@»

donc st o fait wnw dl o premier ovdre

o0 a(t)- B (bt + 7). (1)) + - (p(0),4(2))5, =0 & Tordre 1

|
9
(oY)
¢l

=
S
—
)

Ow est conduit natwrellement ovposer 6 = T%—I;(p(t +7),q(1)).

Ow obtient donc une méthode implicite pour p et explicite pour q.
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6 Quelques remarques sur le C+-+

6.1 Les constructeurs de classe

IV est bon d'en fowrniv unw por defaunt.
txemple: dany une classe polynéme;,

e cham

Polynome({

coeff=null;
degre=0;
}

Un constructewr de recopie” Q est le polyndme P’

Polynome(const Polynome &P){
degre=P.degre;
coeff=new float(degre+1);
for(int i=0;i<degre+1;i++){
coeff(i)=P.coeff(i);

Un constructewr d affectation

Polynome& operator=(const Polynome &P){
degre=P.degre;
coeff=new float(degre+1);
for(int i=0;i<degre+1;i++){
coeff(i)=P.coeff(i);
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e cham

Uw destructewr. Il est dwsage de le déclaver virtuel dang le " W' lovsque iU est amener v étre

~Polynome({
if(coeff){
coeff=NULL;
}
degre=0;
}

6.2 Les membres static

Certaing membrey de classes doivent powvoir exister sany quunw élément de la classe ait été in-
stontie.
De tely objety prevnent le qualificatif static (dansgle " "W).

static Polynome polynull;

et dans le cpp

Polynome polynull{
degre=-DBL_MAX; // conversion de double vers int
coeff=new float(1);
coeff(0)=1;

6.3 Les références

Exemple:
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float& f(float x*) {
return x(0);

o introduit & qui signifie que & P est une référence a Uobject P.

Ici st owécrit

N

float x(2)={0.1,0.2};

float y=2.0;

fo0=y;

std::cout<< x(0)<<std:end;

donne 2.

Explication: f(X) retowrne wne référence versX(0).

Oow utiliseraw les références dang les fonctions pour les types now primitify powr éviter lav recopie
d’objetsy volumineux.
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e cham

Polynome derive(cons Polynome &P){
int degre_;
float *coeff_;
if(P.degre>=1){
degre_=P.degre-1;
coeff_=new float(P.degre);
for(int i=0;i<=degre_;i++){
coeff_(i)=(+1)*P.coeff(i+1);

}

else
{
degre_=-DBL_MAX;
coeff_=NULL;
}
Polynome res(degre_,coeff_);
return res;

Cependant, dany la majorite des situations, une evreww powrrait modifier Uobjet référence paw P
dans lw fonction. Pouwr éviter ceci;, on qualifie law vawiable de CONSt qui permet de signifier que
Vobjet référencé pawr P ne doit pas étre modifié.

P.derive(0=Q

dang le main doit donc, ici, dovwner une ervewr v lav compilatio.

6.4 setter et getter

Sv dans lv classe Polynome coeff et degre sont déclawés private. Ceci implique que seules les
meéthodes de la classe Polynome et les méthodes amies (friend) pewvent accéder o ces variables.
St Vo veut powvoir modifier ces quantites autvement, i faut proposer des meéthodes de classes
quis vont powvoiv modifier ces vawiables.

Exemple Une classe Oeil:

Dang Oeil.h
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e cham

class Oeil {
private:

std::string couleur;
int correction;

public:
std::string getter10;
int getter2();

void sefter1(std::string);
void setter2(int);

}

Dans Oeil.cpp

std::string getter10{
return couleur}

void setter1(string chaine){
couleur=chaine;

6.5 La surcharge des opérateurs

Ow souhaite donc surcharvger des opératewrs tely que +,-,"./ +=,0.0.... quand celawprend sens.

Exemple: ordre lexicographique sur R?.

Le Bipoint.h
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e cham

Class Bipoint {
private:
float(2) coord;
public:
Bipoint(void);/*constructeur par défaut */
Bipoint(float(2));/* On a un constructeur.”/
~Bipoint(Q;/* Destructeur */

friend operator+(const Bipoint &,const Bipoint &);

Le Bipoint.cpp

Bipoint operator*(const Bipoint & B1, const Bipoint & B2){
float(2) coeff_;
coeff_(0)=B1.coeff(0)+B2.coeff(0);
coeff_(1)=B1l.coeff(1)+B2.coeff(1);
Bipoint res(coeff_);
return res;

Lo surchauwrge des opératewrs fait pawtie duwpolymorphisme. Le polymorphisme permet de décliner

plnsiewrs versions d'une méme fonctionw suivant le type des variables dentrée.

6.6 Classe dérivée

Owpowrrait encove parler de sous-classe; mais powr des raisons structuelles; le terme dérivée est

plus approprié.
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