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1 Systéme thermodynamique

1.1 hypothéses néophytes et parametres

Une approche paw Uentropie:

O peut mathématiquement décrive uw systeme thermodynamique cvlaide d/un ouvert convexe
O C RNTL et dune fonction dite entropie dépendant des N + 1 variables dans O, dont lav
premiére X = F est appelée énergie interne

S:0—R

S est concave

[N
55 > Y

S est positivement homogene de degré 1.
1 0S8
Ownot@f = 3F lav température thermodynamique quic est donc towjours > 0.
Examinons les hypothéses en regard de I'approche usuelle de lathermodynamique.
Lefait que S est positivement homogéne se traduit conmume suit:
une separation fictive dany un miliew o Uéquilibre ne perturbe pas les équilibres v Uintériewr de
St tant est que Vo ait un pew de continuité sur S, on en déduit que

S(AX) = AS(X), VA € R.

ILsensuit que les vawiables B, X, ..., X sont additives.
En complément, si deur milieur o Véquilibre sont mis ensemble de telles facons quaucine force
externe ne trovaille pendant le processus alors; selowle second principe de lathermodynamique;

S +Y) > S(X) + S(Y),

ce qui env développant et en utilisant Uhomogénéite

Case 2D5000, 292 rue Saint-Martin 75141 Paris Cedex 03 Conservatoire National des Arts et Métiers

Bureau 17.0.14
Département d’Ingénierie Mathématique

Tel: 0158808765, Mel: thierry.horsin@cnam.fr



e cnam

SO A+ (1 — N)Y) > AS(X) + (1 — N)S(Y),

cest wdive que S est concave.

Grace awthéoréeme des fonctions implicites, Uexistence de latempérature thermodynamique per -
met de dire que (auw moing localement) E est une fonctionde S, X, ..., Xy

Les pressions internes sont données ow définies par les quantites

P, o= —g—i.
Remarquony que
S(AE, X, ., X)) =AS(FE, X, .... X)),
donc

E(SO\E,...),) = EOAS,AXy, ..., AX,,) = \E(...)

ce quis montre que I est positivement homogene de degrél. P, est donc positivement homogene

de degré ).
Powr ailllewrs;, on av

XO - E<S(X07X17 "'>7X17 )

donc si o dévive paw rapport w X, 1 > k alors onw obtient

0 OE 0S | OF
050X, " 0X,’
ce qui implique que
0S _ By
0X, T
Ow résuume par lav formude de Gibbs:
N
dE =TdS — ) PydX,, (1.1)
k=1
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E est convexe:

Les "principes® thermodynamiques sont ley suivanty: o Uéquilibre, on a wn maimum de Uen-
tropie paw rapport cv chacuwv des parawmétres internes et mininuuwn de Uénergie powr rapport v
chacuw des pawrametres internes.

Compte-tenw de la conwverité de I (ow de law concawvité de S ), on peut définir les quantités suiv-
ontes:

Définition 1.1.1

L'energie libre de Helmoltfz est

F(T,V) = inf(E(S,V) = TS).

oF
Rappelons que T’ = 39 etV est une des autrres variables.

F' est une fonction convexe. Eneffet
FOT, + (1 =XN)T5, AV + (1 — AV,))
> ing(S, AV + (1 =M)V,) = (T, + (1 —N)T5)S
> f(A(B(S, V;) — T15) + (1= N)(B(S, V3) ~ T,5))

Comme Vinf d'une somme est > o low somme des inf, onven déduit que ' est convexe pow rapport
aV.

Compte tenw de law dépendance par rapport aw’l', onw a auwssi la covwerite paw vapport w'’l’. La
fonction I’ est semi-continue supériewrement cest cv dire

Ve >0, f(z) < f(z) + ¢,

sUX est asseg proche dex.

2 ce ne sont pas les principes conduisant o law notion dénergie interne; etc
Case 2D5000, 292 rue Saint-Martin 75141 Paris Cedex 03 Conservatoire National des Arts et Métiers

Bureau 17.0.14
Département d’Ingénierie Mathématique

Tel: 0158808765, Mel: thierry.horsin@cnam.fr



e cnam

Définition 1.1.2
L’enthalpie H est
H(S,P) = igf(E(S, V)+ PV).
Définition 1.1.3
L’enthalpie libre est

G(T,P)= inf E(S,V) + PV — ST.

Stvow suppose que I est C2 strictement conwvexe et que lesinf sont atteinty (alors cest en unpoint

wm:qu,e/), oWy, UL WUNIMVUANY

oF _
aS_Tdonc
_n_OF
F(T,V)=F E)SS
de méme
H=FE+PV, avec P = —9E
’ oV
et
o _oF _ _0F
G=F TS+PVovecT_ase’rP_ 3

(Sv /. west pas strictement convere; cela s interbréte comume une transition de phase:)
Remawrquony que F' est strictement concave en']l’ et strictement convexe en'V .
Eweffet

OF _0E 0S8 _ g y)_795 _ _g

or 9SS oT or
OF _0E 88 | 0E _40S _0E _ _p
ov. 0SS oV oV ov. oV ’
o’F _ _0S
oT? o7’
O°F _ 9°E . 9%°E_ 38
ov2 av?Z  ovoaS oV’
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T = 8—E(S(T, V),V) donc

05
_ 0*F 0S
1= 0L V), V) g3V
0*FE 05 0’FE
0= 542 (S(T,V),V) 577 T 6V85 donc
0%F _ 9*E _ ( 0’E ) 1
ov?Z  ov? ovoS/ 0o%E
052
donc
0%F
—>5 >0
ov?
par lav positivite dw déterminant et
0%F
—5 <0
or? =
pow stricte conwexite de I .
oF oF P,

Ow sait déjov que —— 55 =T etqwav

onaF(T,V)=E — %(S(T, V), V)S(T,V) = E — TS donc

OF _ DEDS 2s
oT —osor ° Lor="°

De méme

OF 0EJS . 0E 0S
v —osov Tov Loy =

onaH(S,P)=E(S,V)+ PV donc

OH 0OF
95 — 05 L
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0H _
5p = V-

De méme; commeG(T, P) = E+ PV — ST, ona

oG _ ¢ 0G

oT " OP v

Toutes les fonctions étant supposées 2 fois différentiables en chaque point on a, paw le théoréme
de Schwarg,

), --5),
(), - 65),
(3),-(35),
3),--3¥),

ces relations etant biew st oblenues e dérivant par rapport v une variable Uautre étant sup-
posée constonte ce quis explique law notation souvent utilisée en physique de

()~ (BF), -

quand la variable de dérivation west pas la variable natuwrelle.

1.2 Modele de systeme a I'équiilibre thermique

Approche par rendement:

Ow considere un sous-ensemble Y de R?, sumplement connexe (sany trow) et owvert (quand on
est dang cet ensemble; o est towjours entourée por des élémenty de cet ensemble). Les parametres
pensés sont la température et le volwme.

Ow suppose quon a une fonction P sur 2 et on considérel’ unw chemin oviente de Y.

Ow définit une 1 -forme différentielle sur 3. par
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Définition 1.2.1

oW = PdV

est la 1-forme de travail ef le fravail le long de T" par

W(T) = / Pdv,

I'infegrale curviligne de la 1-forme de travail.

Historiquement, lov différence entre température et chalewr étaient mal percues. Ow av intro-
duit le-.concept de chalewr latente, comme law propension que Uintroduction ow law suppressiov de
chalewr/temperature ovait v modifier le volume. On v de méme introduit law notion de capacite
calorifique ov volume covnstant conune étant law quantite de fluide calorifique (qui transmettait
l chalewr) conteruw dany un volume donné.

Onse donne donc dewr fonctions Ly, la chalewr latente par rapport awvolume et C'y, la capacite

oP
thermique cv volwme constant. On supposera Cy, > 0 et — < 0.

oV
o definit

Définition 1.2.2

la 1-forme différentielle de chaleur et le gain de chaleur le long de T' par I'inté-
grale curviligne

/ LydV + CydT.
I

Définition 1.2.3

" sera dit adiabatique si §Q) s’annulle sur les vecteurs tangents a T' c’est & dire si

en nofant t — (T'(t), V(t)) une parameétrisation de T' alors
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Ly (T (1), V(£))V'(t) + Cy (T(1), V(1)) T"(t) = 0.

Svoncherchel sous laforme V (T'), o a une équation différentielle cv résoudre

Cy(T,V)

Y=Ly

Définition 1.2.4

" sera appelée cycle de Carnot® si elle est fermée et constituée de deux isother-
mes et deux adiabatiques infercalées successivement Figure 1.1.

Vv

A

Tl T2
Figure 1.1 Cycle de Carnot

Swrlavfigure 1.1, onvov
Q(,A— > B) =0, Q(T,C— > D) = 0.

De A B, latempérature augmente, et de C' o D latempérature diminue:

Supposons Ly, > 0.

De A aw B, d wy apay de perte nie déchange de chalewr. De B c C', le volwne augmente o
température constonte, doncQ' := Q(I', B — C) > 0, etaussiQQ™ := Q(I', D — A) < 0. on
dit dany ce cas lov que L’ est un motewr thermique:

Le premier principe de la thermodynamique peut étre énoncé de low maniére suivante:

3 Nicolas Léonard Sadi Carnot, 1796-1832, polytechnicien.
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Premier principe de la thermodynamique:

Pour tout cycle thermique I', on a W(I') = Q(I).

Conmune X est simplement connexe; il s'ensuit que

0Q — OW est une 1 -forme exacte sur . I existe alovy une fonction E/ dont la différventielle
vérifie

dE = 6Q — oW,
Définition 1.2.5
E s’appelle I'énergie interne du fluide.

Afin de traiter des exemples; rappelons des définitions standawds:

Définition 1.2.6

Cp=T <g—;) , = capacité calorifique & pression constante,
g—T) = capacité calorifique a volume constant,
g—ISD) = chaleur latente par rapport & la pression,
(%) = chaleur latente par rapport au volume,

= % (%) = coefficient d’expansion thermique,
% (g%) = coefficient de compression isotherme,
Kq = —% (‘GV = coefficient de compression adiabatique

Ces coefficienty apparaissent de maniere asseg naturelle:

(8_E) _OE(S(T,V),V) _ BE <8S> —c,

oT /) oT — 95 \oT/,,
(8_H> _OH(S(T.P).P) _dHDdS _
oT ) » oT 05 0T ~ F
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De plus

oS _  09%F

__OF s a
5 orT oT%’

= o7 donc

et lov concavite de I donne que C'y, > 0. Deméme C, > 0.

Onww
0°F _ 9%G
Cr=Cv=Tlo77 ~ or?
Or
G(T,P)=F(T,V(T,P))+ PV(T,P)

donc

0°F _0°G _ _ _0°F (8V)

oT* 0T? oToV \oT' /) p

oF

etoom/ww/W(T, V)=—P,ona

O2F | 02 (V) _
OVoOT T gy2 (8T>P =0

Comme 'V = F(T,V) est strictement convexe, on en déduit que
(57),
oT/

Cp—Cy >0,=-T ,
o (67,

lov derniére égalits étont Lo formule de Kelvin?,

1.2.1 Example: le cas d’un gaz parfait.

U gag est parfail ssi

4 William Thomson, Baron de Kelvin, physicien, étudiant de I'unversité de Cambridge.
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PV = NRT

ow N est le nombre de moles dw gag.

Oonva

Q(E(S(T, V), V)) = oF 0S8 + oF

3V 350V T ov
. (NRT)
S ap v ) NRT
=Ty —P=Tor —P=T—7%3p v =0

D (H(S(T, P), p)) =05 L O _ p05 OV 4y =g

opr 0S 0P " op opr oT
(@) _3S9E _ Cy(T)
oT ), aE or — T
8_5 9S _ P _ NR
oV —TTV
N R?
Cp—Cy=—T—-Y__ = NR
p—Cv="TFJp7
V2

Théoreme 1.2.1

E ne dépend que de T. C,, dépend seulement de T'. Cp ne dépend que de
1.

T
E:/ Cy (t)dt + E,.

TO
T
s vms [ OB,

Ty

Définition 1.2.7

Un gaz parfait est dit simple si

Cp

Cy
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Oona adory
donc
o _ NR _NR
Vv ,}/_17 P ’Y—l
et finalement
B(T) = X (T - 1,)) +
et

T 1,

Figure 1.2 Cycle de Carnot

RT RT
Ow rappelle que C'y, (T), P = 7 et'LV(T7 V) = 7
Ve
V
Qt (Vg = Vo) = | dv= RT,In(:E)
Vi
VB
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Va
Q (Vp =V, = —/ %tdv = RT) ln(g—A)
D
VD
Dans les pawties adiabatiques (0C) = 0) alory
av _ Cy(T)
VdT RT ~
ce qui dovune
T2 T2
C,(t Cy(t
T, T
et
Tl
Cy (1t
Vp=Vg eXp(—/ E(t )dt)
T2
donc

Ve _Ye Va_Ve
Va Vb Vp

finalement sachant queQ = QT — Q~

W=Q=R(T,~T)in({5) = (1 - 7HQ*.

1.2.2 Gaz de Van der Vaals

Lav relation pour une mole est

RT  a
V—-b v’

P = (V >b).

Ow écrit v nowveau
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D B(S(T, V), V))p = 0B85 OB _ p(05) _p_p@Ll) _p—

oV 0S5V oV 0 oT
On en déduit que
B(T,V) = =% + f(T),
et donc que
Cy = (g—%)v

De méme
(o) 0S (OFy _ 1
et
95y _ 0SS, 0F oS _1a ,P_ R
vt =ogov)r tov = Tyve T T T v—p
Owenw déduit que
T
EUWU:/(%@ﬁ—%+%
Ty
T
S@J@:RMW—M+/PC¢wﬁ+%
Ty

SvCy, est constante alors cect dovune

E:QE—%+EO

S=RIn(V—-0)+CyIn(T) + 5,.

St ovwexprime
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_ a
T:E EO+V
Cv
celaw dovnne
E—EO+%
S=RIn(V —b)+ Cy In( )+ 5

Cy

Second principe de la thermodynamique: Pour tout moteur thermique le long
d’un cycle de Carnot tel que T < T, alors

W= (1- Q"

Considérons wnw motewr thermique:

T 1y

Figure 1.3 Cycle de Carnot
onaen notont' V, (t) Vadiabatique A — B et V* () Vadiabatique C' — D

0
opP
/ Spadvdr

r Vi(t)

T2
2
Tl
%

C
_ -1y
Vs

Svonwdwvise pawr Ty — T et qwonprend lalimite I} — T, on obtient que
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VC
/ gy = L [ L,at
vB

et enfaisant tendre C — B, onw obtient lav formule de Clapeyron’

0P
bv =151

oF oF
Comme —— = Ly, — P et =CYy, ona

oV aT

Ly,
aT 1 oLy 0Ly

9T ~ T 0T 972
L( 0’FE +8P) 10P
T\OVoT " 9T’ TOoT
Cy
T
)%

done powr simple connexits; existeS(T,V)° tel que

Ly Cv 0Q
dS = Tdv + ——=dT = ik

A prioviS est donc construite comme fonctiondeT etV . Comume

oF
aT CV:

owpeut, par le théoréme des fonctions umplicites, écrive
T=T(E,V)

P(T,V) donnant alors également une fonctionde E, V.
Oonwa alory

5 Benoit Paul Emile Clapeyron, 1799-1864, Ingénieur général des mines (polytechnicien)

S Ainsi décrite I’entropie est essentiellement due a R. Clausius
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(ﬁ) :(85) 8T:Cv8T:;
V= T’VOE ~ T OE T

oS, _ .08, oT , ;08\, _ Cvor , Ly
ve=Grvor tv)r=Toav T 7

or T =T(E,V) doncE(T(e,V),V) =€ (F etT sont réciproques lune de Uautre) donc

(8E> orT oL

orvoy T loy)r =0
donc
(2,
oT o7’V Ly —P
v @, Cv
finalement
(s =1L
Montrons que S est concave:
, oT
9°S _ ok _ 1
or? 12~ oyt Y
@by, (&L, (9L
0’S _ v’E _ ploviE_ v/E | p Ly — P
aVZ T T2 T T2 CV
9P, _ 9P 9P ,dT
v =ov T arov)e
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(2F)
02S _ 8VE+£P_LV
ov:z T T2 CY,
op oPP—Ly
_ov o Cy pLy—P

T " T T? O,
opP P
_ oV — Ly 0P
=7+ 20, (TaT P)
op )
T T,

S 'agissant des dérivées croisées

(9L
928 _  ‘ov’E _Ly—P
orovV T2  T2C,

St —s2 >0

FévwdemetT<0t<OetTt—82>0dom&qu%toomaA/@.

1.2.3 Rendement d’'un cycle

Svonwaun cheminl’, ondeéfinit 6q™ (t) etdq ™ (t) les parties respectivement positives et négatives
ded Q).

Avec cette définition et ennotant QT (I') = [ dq™ (t)dt,
r

Définition 1.2.8

W ()
QT(T)

Exemple: SvI' est un motewr thermique avec ) < T} < T, onav

Le rendement n(T") est
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Onwawv

Théoreme 1.2.2

SiT est un cycle, quelconque de fempérature minimale Ty et maximale T, alors

nl) <1— . (1.3)

SoitI' unw cycle. onav

I I
donc
1 + 6g" (1) _ [ d0¢ (T) _ 1 _
bz [ B D L),
I I I I
et comume
w(r) Q (1) T
= =1— <1-—zL
1T QM) = T
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2 Dissipation

Ow considére cv nouveaw un ensemble appelé espace des étaty (les vauriables étont I, V' ), ouvert
conwere et now vide [t

On fait maintenant dépendre W et () des variables T,V et deur autres variables réelles T ety
ev supposant que

W(T,V,z,y) = P(T,V)y+ Wy (T,V,z,y)
Q(T,V,z,y) = C(T,V)x + Ly (T, V)y + Qi (T, V,z,y)

oW, et () sont dewx termes de dissipation du travail et de la chalewr paw * “friction interne’’,
tout deuwr o plns uniformement quadrvatiques enw® ety .
Ow suppose v nouwveain ques

or
Y <0,L,#0,Cy, >0dans L.

Oow définit le travail et le gain de chalewr le long d'wnw chemin I’ C1 par morceaux, mais cette
fois-ci sang 1 -forme différentielle, por

b
W(T) = / W T (), V(£), T (t), V' (1))dt

b
Q) = / QT (), V(£), T (), V/(t))dt

qui sont donc dépendanty duw chemin considérés.
La premiére loi de la thermodynamique dans cette configuration sera: pour tout
cycleI',ona

Ow retrouwve alory

Case 2D5000, 292 rue Saint-Martin 75141 Paris Cedex 03 Conservatoire National des Arts et Métiers

Bureau 17.0.14
Département d’Ingénierie Mathématique

Tel: 0158808765, Mel: thierry.horsin@cnam.fr



ccnam
Théoréeme 2.3

E (I'énergie interne) existe, est de classe C? et satisfait

oF _ OF _
or ~ v oy~ v P

Prenons un cyclel’ paramétré entre 0 et 7. Onvavdone

/W(T(t%V(t)aT/(t)yV’(tht=/ Q(T(1), V(),T'(t), V'(t))d,

donc
/ POV~ LV - Gt - / (@ Wyt (2.1)
0 0
Enfaisant le changementt = U onwa
] /E(P (T(zu), V(ew)=Ly)V'(eu)=Cy T'(cu))edu = / /€<P<T€<u>, Vo ()~ Ly ) (Vo) () ~Cy (T,
’ 0

ce quie montre que lov parametrisation ne modifie par Vintégrale. Mais si Uow estiume le membre
de droite de(2.1), paw Ll borne uniformement quadratique suwr W, et QQ,, on obtient

I

ce qui assure Vexistence de I .
Ew étendant wimporte quel chemin ew unw cycle sur [a, 1] aveca < 0 et enw rejouant sur lov
pavamétrisation de Uextension entire) et 1 on conclut que

Wi(T,V,x,y)=Q(T,V,x,y).

Deuxiéme principe: identique au précédent. on conclut alors o Uexistence de S quis
vérifie les mémes propriétés que précédemment.
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Compte terww de UVajout de termes de frictions; il est natwrel de supposer que
Wl(T7 V7 CI], y) - Ql(T7 Va CIZ’, y) S O

Owen deduit

0Q)
[ Q<o

r

powr tout cycle;
et que powr tout cheminl” allant de (1, V) e (T, V]) onalinégalité de Clausiny

| Fs@w- s
I

De law méme fagon onw av

Ty
nél—TZ

swr uww cycle de température minimal 1} et maximal/ T, .
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3 Milieux continus et thermodynamiqgue

3.1 Descriptif

ondispose dune configuration de référence R et dune configurationvariable R (t) dependant
dw temps.

unélément de R (t) est donc décrit powr une vawiablex image dune vowiable X alinstantt, X
décrivant unw élément de low configuwration de référence.

Ow v donc uwne application

X : R x[0,00) = R(t) C R?
(X,t) =2 =x(X,1)

que Uow suppose étre une fomille continue de difféomorphismes quipréservent donc Uorientation.
Owintroduitp ladensité de masse, T’ letensewr des contraintes, b ladensité de force, e ladensite
dénergie interne, q le fluw de chalewr, 6 la temperature, s la densité dentropie; T Uapport
massique de chalewr .

3.2 Cinématigue

onprendV C R unwsous-domaine (ouvert pour simplifier) sur lequel on peut utiliser laformule
de Stokes.
Soit V(t) = x(V, ).

Onww

/f(x,t)d:z::/ fx(X,t),t)det(J, (X, t))dX

V(t) |4

donc

da / fdz = / O (X, 1), 1)t (T, (X 1))dX + / 4, (X, 1),1). 2X(X 1) dlet(7, (X, 1))d
V(t) |4 \%
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+/ f(x(X,t),t)%(det(JX(X,t))dX,
Vv

or, lav differentielle dw déterminant est

det(A + H) = det(A) det(I + A 1H)
= det(A) + det(A)tr(A~1H) + o(H)
= det(A) +tr(com(A)H) + o(H),

Q. (det(], (X, 1)) = det(J, (X, 1)r(J, (X, 1) QT (X, 1)),

0 0
a—zf(X,t). De plus; powr le champ de vectewrs v = X ona

onav(x(X,t),t) = ot

div, (v) = tr(D,v).

Donc par changement de variable
div,(v) =1r((dH)'Dv.DH) =tr(DH) ' D(v o H)),

Finalement, comume lov différentielle seconde est symétrique

da _
77 / fdx =
V(t)

/ W o+ / V. f(z,t).vde + / F(a, t)div(v)da =

V(t) Vi(t) V(t)

/ (% + div(fv))dz.

V(t)
Powr [ = p, Viwariance de la masse et le fait que ceci soit indépendant de'V , on o

W | 4 _
5 T div(pv) = 0,
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dite équatiov de continunite ow conservation de law masse.
Svonwprend fp alaplacede f, on obtient

% pfdx =

V(t)

| & A2L)  div(pfo))dr =

V(t)

/ p(%{ +0.V[f)dx

V(t)
Ow définit le gradient de deéformation

F(X,t)=Dxyx(X,t)
et le gradient de vitesse

L(X,t) = %—IZ(X, H)F~Y(X,t) = Du(a, t),

relation déjev utiisée plus haut cor © = X (X, 1).

3.3 Dynamique

3.3.1 Principe fondamentale de la dynamique

Ilsécrit

% /pvdx :/ bpda:—|—/ T.vdS,

T étant de méme natuwre quune pressio.
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3.3.2 Variation de I'énergie

4 (/ () s -

(v.b+7r)dx + / (v.Tv —q.v)dS.
V(t) oV(t)

(gi—l—VVe)—pr—dIVquTDv

3.3.3 Inégalité de Clausius-Duhem’

Tdy — v
pr (V/ psdx 2 ped:v / 0 as,
p(

Vi(t) oV(t)
0s TP giv(d
3¢ +v.Vs) > 7 dlv(e)
quiest une versiow de Uinégalite de Clausiung vue plus haut. Ow définit la production dentropie
massique

v = (g‘;—i—VVS)—a—dIV(

DI

) > 0.

3.4 Relations constitutives

1
Le volwme spécifique est v = —.
p

3.4.1 Fluides

7 Pierre Duhem, 1861-1916, ancien éléve de I'école normale supérieure.
Case 2D5000, 292 rue Saint-Martin 75141 Paris Cedex 03 Conservatoire National des Arts et Métiers

Bureau 17.0.14
Département d’Ingénierie Mathématique

Tel: 0158808765, Mel: thierry.horsin@cnam.fr



e cnam

3.4.1.1 Fluides parfaits avec conduction de la chaleur

Un fluide est dit pawfait si
e =e(s,v)
0 =10(s,v)
T ="T(s,v)
q=q(s,v,V8).

Voyons que ces hypotheses imposent des restrictions sur ces quantites.
Conmume pfy > 0,

ona
0< ,09(%; +0v.Vs)—rp+ Hdlv(%)
Donc
0< (28 +v.Vs) = p(3¢ + v.Ve) — dlivig) + T.Dv + odliv()
OSp@(gi—l—st) (gi—l—vVe)—i-TVv—ng@
Or
or = Deci + Duey = 5051 * por
et
v.Ve=D,ev=D.eD,sv+D,eD,vv
gev Vs + gf)V.V’U.

Or
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(57 +v.Vp) = $Av(v).

CD

Donc

as de Oeg 1
0<p (at—l—VVS)( as) (T — 5o I).Dv quG
On choisit un déplacement X ap(ty) constant enespace; pour unt, donné. Doncv est constant.
IV sensuit que VO = 0.
Comme o peut choisir s et v quelconque; onw e déduit que

% — 0
T =—pl
De plug
q(s,v,V0).VO <0
ce quisprouve que

q(s,v,0) =0
Ow retrowve LVéquation dEuler (lorsqueb = 0)
8V _
oY + (v.V)v) = —Vp,

dp
E -+ dIV( ) 0.

3.4.2 Fluides visqueux
Lo différence est le fait que cette fois-ci o impose

T =T(s,v,Dv) =T(s,v) + I(s,v)(Dv)
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owl(s,v) est une application linéaire cvvalewrsy dany les matrices symétriques.
L'inegalite de Clausiuns-Duhem conduit cv

_ ey (0s _ Qe 1
p( 88)<8t +v.Vs) + (T avI)'DV + (Dv).Dv Hq.DQ,

ce qui conduit av

puis

0< (T, — %I).Dv +1(Dv).Dv.

0
Stonwposep = —a—z alorsonval] +pl =0 et

T =—pl +1(Dv),

et onva Vinégalite de dissipation
I(L).L > 0.

L'ivwariance paw tramsformation orthogonale correspondant cv une hypothese natuwrelle permet
de montrer que

I(Dv) = u(Dv + 'Dv) + Adiv(v)I
et lav dissipation que

p=0, A+ 3p>0

Eneffet si cest de la forme annoncée, enwprenantv = X, ona

A+ ,ug > (0 et enwprenant wnw champ cv divergence nulle; onavy > 0.

Voyons maintenant la forme annoncée.

Supposons que Vo observe Uévolution depuis unpoint iy (t) et avec une rotationQ(t).
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Ona donc
x1(X, 1) =y(t) + Q1) (x(X,t) — 0)
en changeant dorigine O
ona
vi(X,t) =y'(t) + Q' (1) (x(X, 1) — 0) + Q) (v(X,1)).

ona

X(X, 1) =0+ Q1) (x1 (X, 1) —y(t)),
ce qui implique que

D, vy =Q{t)D,vD, x+Q'(t)D, x

= Q@)D v 'Q(t) + Q'(t) "Q(1).
or
Qt) "Q(t) = Id

donc

Q'(t) 'Q(t) + Qt) 'Q'(¢) = 0,
donc Q' (t) 'Q(t) est une matrice antisymeétrique:

Q) DV Q) + Q'(t) 'Q(t) = QH)I(D,v) 'Q(t)

1
Prenony () tel que Q)(t) est orthogonale et telle que Q(0) = I, Q'(0) = 5(14 — A) powr une
matrice A donnée. Par exemple Q(t) = exp(%(A — YA)t). onendéduit enprenantt = 0

U(F(A+ tA) =1(A).
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ow en déduit que | peut étre considéré comme une application linéaire de S3 dansy S3 (les
matrices symetviques).

Montrons que si € est wn vectewr propre de A matrice symétrique alors € est aussi unw vectewr
propre-del(A). Soit A lavvalewr propre associée cve

Eneffet soit Q lavtransformation valant Videntité sur et et Q(e) = —e.

Oona
tQAQ(e) = Ae
donc
tQAQ = A
ce quis montre que
'QUA)Q =1(A)
ona
[(A)(e) = — "QI(A)(e)
donc
[(A)(e) = ae
onen déduit que

[(A) = ag(A)] + oy (A)A + ay(A) A

Eweffet; dest dlair si A a3 valewrs propres distinctes deww cv deur, puisqualors G(A) ayant les
mémes sous-espace propres, dsuffit dexprimer les valewrspropresdeG(A) enfonction des valewrs
propres de A grice cvla matrice de Vo der Monde:

St A o deun valewrs proprey distinctes. L'une de ces valewrs est associée cv un sous-espace propres
de dimersion 1. Soite le vectewr propre associé.
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N'importe quel vectewr dee™ étant un vectewr propre del(A), i sensuit quel(A) o dewr valewrs
proprey distinctes aw plus et que e’ est inclus dany w de cey sous-espaces probres: IL sensuit que
Vonpeut prendre iy (A) = 0.

SUA est unw muldtiple de Videntits, il sensuit quel(A) Vest également. Onen déduit quel est de
la forme voulue (cf Gurting.

Powr tout () orthogonale, on av

("QAQ) = oy ( 'QAQ) + oy ('QAQ) "QAQ + ay( 'QAQ)('QAQ)* = *QI(A)Q
donc
(A) = ap( "QAQ) + oy ( "QAQ)A + ay( 'QAQ)A?,
et finalement
ao( TQAQ) + oy ( TQAQ)A + ay( tQAQ)A? = g (A)] + ay (A)A + ay(A) A2,
St A atroiy valewrs propres distinctes alors ceci implique
o;(TQAQ) = o (A), i =0,1,2

st A W qwaw plus dewr valewrs probres distinctey alovy ay(A) = 0 mais as( 'QAQ) = 0
également puisque 'QAQ o auw pluy dewr valewrs propres distinctes. Su A est proportionnel o
Videntité on av aussio vy quio vaut ().

Donc
o;("QAQ) = a;(A),1=0,1,2

Or gricce cvun choinjudicieur de (), ceci signifie que les au; sont des fonctions des valewrs propres
de A, inwvariantes paw toutes permutations.

Ce sont donc des fonctions symétriques de trois nombres.

Prenons le casy pawticulier ow A = e ® e, cest awdire A est la projection-didatation sur Uespace
engendré por €.

Oonwa donc
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I(A) = ale)e®@ e+ Ble)l,

mais conmumme onpeut, paw tramsformation orthogonale, evwoyer e sur wimporte quel vectewr e’ ,
owen déduit quea(e) et 3(€) ne dépendent pas dee.

Paw linéowrite 3 est donc proportionnel cvla trace: D'otwla forme annoncée pour [ .

A priovi les coefficients dépendent de s et v. St iy sont pris constontsy alors, en Uabsence de'b on
obtient

p(O¥ + (v.V)v) = =Vp + pAv + (A + ) Vv,

et st onvav incompressibilite o en deduit les équations de Navier-Stokes incompressibles usuelles:

3.4.3 milieu élastique
Oow dirow quunw miliew est élastique (avec conduction de low chalewr) si

e(x,t) =e(s(z,t), Dy x(X(z,t),t))
0 =0(s,Dxx)
T =T(s,Dxx)
q = q(s, Dxx, V)

Onw v de noweaw
0< p(0(95 +v.Vs) — 9¢ v Ve)+T.Dv— Lq.v0.
- ot ot )
Maintenoant
Qe _ Deds . _De (aDXX8X+8DXX>
ot  0s0t  0Dyx 0X Ot ot
et
Je _ Qe ds , Qe 0DxXxdX
dx, 0s0x; O0Dxx 0X Oz,
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finadement

oe Je0s de ,0Dxx 20X
at+vVe a(at+st) 8DXX'( 5t +d5x <8t +v.VX)).

Or en utilisant Ll notationh = x 1, donc

X = w(X(th)>t>

donc
0X
5t +v.VX =0
Finalement
de de Os de  0Dxx
Y +v.Ve = 83(815 +v.Vs) + 9D x O
Rappelons que
o5 ox(X,t) o Ox
D,v=D, 5 DX§<X775> d, X
donc
D,vd, X1 = 8%;0( =D, vdyx

IV serusuit (env utilisant le produit scalaive) que

0 < p((6— 8)(aS+VVS) + (T — Qe Dxx)Dv——qDQ

0s’\ Ot PaD 0
Ow e déduit o nouwveauw que
H = Oe
0s
oe t
T'=rap XDXX
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puis que
qp <0

3.4.4 milieu visco-€élastique
Cette fois-civ

6(37DXX)

0(37 DXX)

T =T(s, Dxx) + (s, Dxx)[Dv]
q = Q(87 DXXa De)
quis conduit ici cv
T=p de_p X! + [ Dv].
0Dxx *

3.4.5 En I'absence de mouvement et sous incompressibilité

Ow suppose donc quev = 0 et queb = 0, tandis quep = 1.

On o done maintenant
@ A
5 =" divq
Vinégalite d entropie quis est
0s - r _ 4iy4
ot =6 V)

Lav production locale d entropie est donnée poaw

di .
__0s ro |V<Q>_qV9

—90s_r > 0.
TS0t 0 0 02 =
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IU senuuit que
_,p0s _dey q-VO
0=20=03; %)) —~g
Oow definit alovs
Définition 3.4.1
f=—0s+e

I"'enthalpie massique.

Oonva donc

af | 064q.V0o
ot TS+ g =V

Owprend alovy des relations constitutives

6(9, V@)

s(6,V0)

q(0,V0)
et donc f(0,V0). onadonc

of 06 00y , 9-Vo

Powr Liberte de choix, onwen déduit que

of

% —S

que [ ne dépend par de'Vtheta puis que

VVQG(Q, V@) = QVVQS(Q, V@)
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et donc que s ete ne dépendent que del), ainsi que Uénergie Libre.

Définition 3.4.2

La quantité ¢,(0) =

ona alory

Owen déduit que

Définition 3.4.3

On dit que le matériau suit une loi de Fourier si

do

d
dHf

d " ,
—e est la capacité massique.

=c,—S—0=5=c,+

d@f f

=2 4+ div(q(8,V0)) =

d02f

d2
= —0
d02f

Tr.

onalacondition X.AX > 0. (A wWest pas nécessairement symétrique).
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bnchrolomaes o Nenlorrnation

4 Appendices

4.1 Difféomorphisme
4.2 Appendice : Théoreme des fonctions implicites
4.3 Appendice : Convexité, concavité

4.4 Théoreme de Frobenius, théoreme de Chow, situation adiaba-
figuement inatteignable

4.4.1 Le théoreéme de Frobenius

4.4.1.1 Crochet de Lie
Rappellons que Uow dispose dw théovéeme suivant:

Théoreme 4.4.1

Soit @ € E un ouvert d'un espace vectoriel norme et f : Q@ — F F éfant qussi
un evn. Soit a € Q, telle que f est deux fois différentiable en a alors f”(a) est une
application bilinéaire continue symétrique de E x E dans F'.

Enwparticulier celo se traduit dang le cas de law dimension finie powr Uégalite

02 f _0%f
0,0z (a) = 0x,;0x; (a).

Ainsi lovsque Uow dérive dans dewr divections constantes, Uovdre de dérivation wintervient pas.
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Restreignons nous avla dimension finie et considérons X etY dewxfonctionsvectorielles définies
suwr Q) de régulowité suffisante (por exemple dewn fois différentiables ena).
Lo fonctionx — f/(a?)X(x) est difféerentiable enva et sav différentielle est Uapplication linéaire

hi= f”(a).h.X(a) + f'(a).(DX(a).h)
qui appliquée aY (a) donne
D(z = f'(2).X(2)),=0-Y (a) = ["(a).Y(a).X(a) + f'(a).(DX(a).Y (a)).
De méme on a
D((z = f'(2).Y (2)))p=q-X (a) = ["(a). X(a).Y (a) + f"(a).(DY (a). X (a)).
Le défaut de symétrie se meswre alovs par lov quantite
f/(a).(DX(a).Y (a) — DY (a).X(a))

quis fait donc appawaitire unv vecteur quis exv coordornneées sécrit

N . .

0X"* oY
V.22 — X.

jzl J ij J ‘ij

qui mesure le défout de commumtativite.
Pow définition on note

Définition 4.4.1

Le crochef de Lie

N . .

oY"* 0X"
(X, Y] = ( ==Y, 50 N
Z J axj J axj 1...N

7=1
Powr décrive le théoréme de Frobenius dans le cas de law thermodynamique, il conwient de rap-

peler que Vonw décrit wv systeme thermodynamique paw des voawiables indépendantes duw systenme

Case 2D5000, 292 rue Saint-Martin 75141 Paris Cedex 03 Conservatoire National des Arts et Métiers

Bureau 17.0.14
Département d’Ingénierie Mathématique

Tel: 0158808765, Mel: thierry.horsin@cnam.fr



e cnam

isolé. Ces variables le long de transformationy sont lices paw des relations différentielles. Les
trawusformations apparaissent donc conume des vowriétes (surfaces) intégrales de ces relations.
Tel est Uobject du théoreme de Frobenius.

Plus précisément: Commencons paw décrive les objety difféventielles.

Prenony d'abord le cas de lo dimension 3.

soit X : R3 — R3 wn champs de vectewrs de classe C'1 (onpeut diminuer cette hypothése).
ILexiste; powrtoutv, € R3, ett; € R, wnvoisinagel ouwvert contenantt et une uniquefonction
v: I — R declasseC! telle que

vie I, v'(t) = X(v(t)), v(ty) = vp.

Ondit que v est une cowbe intégrale de X .

Peut-on généraliser cette notiow ?

owse donne doncenplusY : R3 — R3.

ow cherche une applicationv : U — R3 sur une voisinage owvert U de (0, 0) dansR? de classe
C1 telle que

U = X(v), 3 =Y (v)

or "y
On Vot que st un ey existealory - = O
nvoit que st un tel v e yaxay_ayax'
Ainso
dX(v).Y =dY (v).X. (4.1)

St ceci est valable quel que soit lav position initiale cest o dive quel que soit v(0,0) alory o en
dédw&tqwlwrelatww(ﬂf.]) doit étre satisfaite en tout point.

owen déduit aloryque [ X, Y] = 0.

Plus géneralement peut-ontrowver une condition nécessaive pour que une immersiov satisfosse

% — A X ALY

g—z = X+ pY

(4.2)
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Dire que cest une immersiow est dire que ces deur vecteurs sont inéairement indépendanty (e
pavticulier e tout point X etY le sont). La question natuwrelle sous-jacente est "existe-t-il'
(méme localement) une surface dont Uespace tangent en chaque point est déterminé par X et
Y. Sicelw est le cas, on dit que le systeme déterminé powr les chaumpy de vectewrs X et Y est

Celow revient cv construive une surface dont enw chaque point Uespace tangent est donné par les

vectewrs X etY .
Law condition de Schwargy implique que

v ov _ ov ov
AldX.ay + A\ydY. oy Mlan MQdYa e Span(X,Y)

(Aptg = 1 A0)d XY + (Agpy — ppAy)dY.X € Span(X,Y).
Compte terww de lov condition dimwmersiow cette derniere condition est équivalente oo
[X,Y] € Span(X,Y).

Remawquons ensuite que lapropriéte [ X, Y| = 0 implique que ¢ et ¢¥ commutent.
Fauisons dabord quelques observations. Onnote d™ () leflot de X awtempst
Par unicite onw av

X (t+5) = (1) o ¥ (s)

D,¢*(t+ ) = D™ (1)(d™ (5)) D™ (s)

s =0, D,¢(t) = D,¢* (t) o D,¢(0) = D,¢(0) =

=—t= D¢~ (t, 0™ (— ))Dmabx( t)(xz) =1d,

Dy¢™ (—t, 6™ (1).Dy™ () () =

Soit % leflot auwtempst de X . Considérons (pour wn fixe)
h(t) = ¢_ x Y (dy(x))

onvoit tréy facilement queh’(0) = [ X, Y](x).
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Maintenoant
W (t) = lim Ot * Y<¢t+s<x)g — ¢ xY(¢y(2))
= ¢, * (lim s * Y<¢t+s(§)) — Y(¢t(9€)))

= ¢ [ X, Y](9())

Ainsiy ew particulier, onav[ X, Y] = 0 st h(t) = cte partout. Onwadoncd_, x (Y (p(t, x)) =
Y(z) doncY (¢(t,z)) = gbf( x Y (x).

Soit ) leflotde .

Soits > ¢ (t, 07 (5,2)) apowr dérivée ¢, x Y (¢ (z)) = Y (o7 (t, 6" (5,2)))) et en vaut
¢X(t, 1) Cest donc

¢ (5,07 (t,x)) et réciproquement.

onwen déduit que ¢~ et dY commutent si[X,Y] = 0.
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