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MVA101 - Corrigé du devoir n°5

’ Exercice 1 ‘

1°) La fonction f(x) = e~ 1] ‘est définie et continue pour tout z réel. Comme elle est
paire, sa transformée de Fourier f(y) peut étre calculée a l'aide de la formule des cosinus
de Fourier :

e 400 +00 +oo .
fly) = / e~ 17l cos(2mzy) dx = 2/ e~ ¥ cos(2mzy) dr = 2Re (/ e~ TimTy da:) .
0 0

—00

(par parité) (formules d’Euler)

—r 2 +o00
Or : /+°° e "L 2IMTY gy — S T et: e T2MTY 0
‘ 0 2y — 1 T z—+oo

car )e—a:62i7m‘y‘ =e¢ T — 0. On en déduit :

T—+00
/+°° T 2TTY g _ 1 _ 1+ 2imy _ 14 2imy '
0 1—=2iry (1= 2imy)(1+ 2imy) 1+ 47w2y?
(quantité conjuguée)
~ 2
On a trouvé : f(y) = m

2°) Puisque la fonction f(z) est paire, et égale & e pour x > 0, sa dérivée f'(z) est
impaire, et elle vaut —e~ % pour > 0, et e? pour z < 0.
On a donc f/(07) = —1 # f/(07) = 1 (par symétrie) : f'(x) est continue par morceaux,
donc la fonction f(z) elle-méme est de classe C* par morceauz.

“+o00
D’autre part, elle vérifie : /

— 00

+00
’f(x)!dx=2/ e Tdr =2 [e*ﬂ“’":g,
0 0 e
(par parité)
(on dit que f(x) est absolument sommable)
Donc on peut appliquer la formule de réciprocité de Fourier & f(x), ce qui donne ici :

F Y =F YF()) = f (car f(z) est continue pour tout x réel).

~

On a trouvé : FYH=FYFf)N=Ff

+oo .
3°) L’égalité précédente se traduit par : / f(y)e+2m$y dy = f(z) pour tout z € IR.
—00

Puisque f(y) est une fonction paire, on peut calculer 'intégrale précédente en appliquant
la formule des cosinus de Fourier :

+00 A(y)e—i-%ﬂ'l’y dy— 2 /+oo cos(27rfy3 dy = 1 /+oo cos(xt) dt.
oo oo L +4m2y T ) o 1412
(en posant t = 27y)
“+oo
t —
On en déduit : / cos(zt) dt = e ] pour tout = € IR
oo 112
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’ Exercice 2 ‘

1°) La fonction g(z) est définie et
continue pour tout x réel, et elle est
nulle en dehors de l'intervalle [—1; +1].
Comme elle est paire, sa transformée 1
de Fourier g(y) peut étre calculée a
I’aide de la formule des cosinus de
Fourier : -1 O 1 x

+1 1
9(y) = / g(z) cos(2mxy) dz = 2/ (1 —z)cos(2mzy) dz, d’ou, pour y # 0 :
0
(par parité)

1 b 1 1
G(y) = —— |(1 — 2)sin(2m2y) — —— cos(2 = cos(2 -
9(y) [( x) sin(2mzy) 5y cos( ny)]o - < Sy cos(2my) + 27ry>

(voir formulaire)!

: 2
= 2(7r1y)2 (1 —cos(2my)) = <sm7£;ry)> (y # 0). D’autre part :
(1 — cos(2a) = 2sin®(a))

§(0):2/01(1—x)d$:2[x—l;](l)zg(l_;):1

(on pouwvait aussi dire que l'intégrale donne l'aire d’un triangle rectangle isocéle de coté 1)

. 2
sin(m
La fonction ((y)> est continue pour tout y # 0. De plus, en utilisant sin(u) ~ ot
Y u—

. 2
on obtient : g(y) = (Slni;;y)) 40 (Zg) "¢ 1 =g(0), ce qui montre que g(y) est aussi

continue pour y = 0. On a trouvé :

9(y) =
9(0) =1

2°) La fonction g(x) est continue pour tout x, et sa dérivée vaut :
gd(x)=1pour —1 <z <0, ¢() = =1 pour 0 < x < 1, et ¢’(x) = 0 pour |z] > 1 (elle
n’est pas définie pour x = 0 et x = £1).
Puisque ¢'((=1)7) = ¢'(17) =0, ¢'((-1)7) =¢'(07) = Let g'(07) = ¢'(17) = -1, g'(x)
est continue par morceaux, donc la fonction g(x) est de classe C' par morceaus.

~+o0 1
D’autre part : / lg(x)| dx = 2/ (1 —z)dx =1 (= g(0) déja calculée).

On peut donc appliquer la formule de réciprocité de Fourier & g(x), ce qui donne :
FUG) = F Y F(g9)) = g (car g(z) est continue pour tout ).

g(y) est continue, et

On a trouvé : 7:_1@) = f_l(f(g)) =g

1Ces formules sont valables pour tout complexe o % 0 :

/P 0T gy — ( () - P,(x) + P;(f) P’;g“’) +.. ) +C
/P cos( é ( ) sin(ax) Pl(ix) cos(ax) — # sin(ax) — P,;gx) cos(ax) + .. ) +C
/P(x sin(ax) de = é ( x) cos(ax) + @ sin(ax) + % cos(ax) — p/”( ) sin(az) — ) +C
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+o0 .
3°) L’égalité précédente se traduit par : / fq\(y)e—i_mmcy dy = g(z) pour tout = € IR,

— 00

+00
d’oti, en particulier : / 9(y)dy = ¢g(0) = 1.

—0o0
En remplagant g(y) par sa valeur, puis en posant ¢t = 7y, cette égalité devient :
/+°° (sin(7ry)>2 dy = /*Oo (sin( )) at ot - /+°° (sin(t))2 P
—00 Yy —00 t Q —o0 t

4°) La fonction f(z) est un cas particulier des « fonctions créneaux » Iy () 2
|y

Calculons (une fois pour toutes) la
transformée de Fourier hq(y) =1_q;14)(y) —_—
(avec a > 0), les autres s’en déduisant ‘
facilement par des translations et des

O P

homothéties. |
La fonction étant paire, on a : _i 0 >

2

+a a
ha(y) = / cos(2mzy) dx = 2/ cos(2rxy) dx, d’out, pour y # 0 :
—a 0
(par parité)
in(2 . in(2
ha(y) =2 [sm(wmy)] = M (y # 0). D’autre part :
21y 0
a
he(0) = 2 dx = 2a (c’est Uaire d’un rectangle de cotés 2a et 1).0n a trouvé :
0
sin(2may
ha(y) = sin(2ray) pour y # 0
™y
hq(0) = 2a
(on vérifie facilement que la fonction he(y) est continue pour tout y)
1
On en déduit, en prenant a = 3"
~ sin(7y)
fly) = pour y # 0
Y

f(0) =1

Puisque F(f*f) = (F(f))? = ( = g, les fonctions g et f* f ont les mémes transformées

f)?
de Fourier. On en déduit : F~1(F(f * )) = F Y F(g9)) = g (Cf. question 2°) ). Or :
“+oo
dt

(f*f)(x):/oo £ Flz —t)dt [+f(t)dt=F<x+;> —F<x—;>,en notant

N

F(z) une primitive de f(z).
La fonction F(x) étant continue * et dérivable par morceaux, on en tire :
f = f est de classe C'! par morceaux.

D’autre part, f * f est a support compact comme f elle-méme (elle est nulle en dehors
+0o0
d’un intervalle fini), ce qui assure l’existence de 'intégrale : / |(f * f)(x)|dx.

—00

2 . ) o Topy(z) =1 pour a<z<b
La fonction créneaully; () est définie par :
' Ljopy(z) =0 pour =z < aouxz>b

3Plus généralement, les primitives des « fonctions en escalier » sont toujours des fonctions continues
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On peut donc appliquer aussi la formule de réciprocité de Fourier a f % f, ce qui donne :
FYF(f*[f)) = f=*f, puisque f  f est continue.

On en déduit :

5°) La fonction g admettant une transformée de Fourier, et étant & support compact,
on peut lui appliquer la formule de Bessel-Parseval :

+o0 +o00
/ 9(a)[? de = / Gy) dy.

—0o0 [e.9]

3

—00

+oo 1 1_ 310 9
Or - / g(@)? do =2 / (1= a)2de = —2 [<3)] _ 2 ot dautre part :
0 0

(par parité)

[ moran= [ () wt [ ()

(en posant t = Ty )

oo /i 4
sin(¢ 2
D’ot, en égalant ces deux résultats : / < H;( )> dt = 2T

—00
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